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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ôóíäàìåíòàëüíûìè èññëåäîâàíèÿìè â îáëàñòè àëãåáðàè÷åñêèõ ïî-
ëèíîìîâ ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé ó÷åíûå-ìàòåìàòèêè íåïðåðûâíî çàíèìàþòñÿ
íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ âåêîâ. Îñíîâíîé ïðè÷èíîé ýòîãî ÿâëÿåòñÿ øèðî-
êîå ïðèìåíåíèå ïîëèíîìîâ ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ åñòåñòâåííûõ íàóêàõ è âî
ìíîãèõ ðàçäåëàõ ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè. Åñëè ïî-
ïûòàòüñÿ êðàòêî ðàññìîòðåòü îñíîâíûå òðóäû ïî òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé çà ïîñëåäíèå 200 ëåò è äàòü èì îöåíêó, òî ïîëó÷èòñÿ ìíîãî-
òîìíîå èñòîðè÷åñêîå èçäàíèå. Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ
òåîðèè è ïðèëîæåíèé ïîëèíîìîâ ñêîíöåíòðèðîâàíà â íåêîòîðûõ êðóïíûõ
ìîíîãðàôèÿõ, íàïðèìåð, â êíèãàõ Â. Â. Ïðàñîëîâà1 è Ä. Ì. Ìàêíåéìè
(J. M. McNamee)2, ñïèñêè èñòî÷íèêîâ â êîòîðûõ ñîñòàâëÿþò ñîòíè íàèìå-
íîâàíèé.

Öåëüþ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ÿâ-
íûõ è ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ è àíàëèçà êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ.

Ìåòîäû ïðèáëèæåííîãî ïîäñ÷åòà êîðíåé ïîëèíîìîâ â òîì íàïðàâ-
ëåíèè, î êîòîðîì èäåò ðå÷ü â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè, èìåþò äîëãóþ è
ñîäåðæàòåëüíóþ èñòîðèþ (îáçîð ïðèâåäåí â ðàçäåëå 1.1 äèññåðòàöèè).

Â 1728 ãîäó Ä. Áåðíóëëè äëÿ ïîëèíîìîâ ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè

P (x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an, ai ∈ R, a0, an ̸= 0 (1)

(ò. å. P (x) � ïîëèíîì ñòåïåíè n, äëÿ êîòîðîãî 0 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì) îïèñàë
ìåòîä (íàçâàííûé ïîñëåäîâàòåëÿìè â åãî ÷åñòü) íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî
ïî ìîäóëþ äåéñòâèòåëüíîãî êîðíÿ ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëà ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè
tm+1

tm
îòíîøåíèé ñîñåäíèõ ïî íîìåðàì ðåøåíèé ðàçíîñòíîãî

óðàâíåíèÿ

a0tm + a1tm−1 + · · ·+ antm−n = 0 m = n, n+ 1, . . . , (2)

ïîñòðîåííîãî ïî êîýôôèöèåíòàì ïîëèíîìà P (x).
Àíàëèçó è ðàçâèòèþ ìåòîäà Áåðíóëëè ïîñâÿòèëè ñâîè ðàáîòû Ë. Ýé-

ëåð (1748), Æ. Ë. Ëàãðàíæ (1798) è À. Ê. Ýéòêåí (1927). Ïîñëåäíèé îáîá-
ùèë ìåòîä Áåðíóëëè äëÿ ïîäñ÷åòà ïðîèçâåäåíèé óïîðÿäî÷åííûõ ïî àáñî-
ëþòíîé âåëè÷èíå äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ïîëèíîìà P (x). Îí èñïîëüçîâàë

1. Ïðàñîëîâ, Â. Â. Ìíîãî÷ëåíû / Â. Â. Ïðàñîëîâ. � Ì. : ÌÖÍÌÎ, 2014. � 336 ñ.

2. McNamee, J. M. Numerical methods for roots of polynomials, part I; part II /

J. M. McNamee. � Amsterdam ; Oxford : Elsevier, 2007; 2013.
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ïðè ýòîì ïðåäåëû îòíîøåíèé îïðåäåëèòåëåé, ñîñòàâëåííûõ èç ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ ïî íîìåðàì ðåøåíèé ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (2). Äàëüíåéøèå
ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè, âïëîòü äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè, ïðåäñòàâ-
ëåíû â ìîíîãðàôèè2 è â îáçîðå â ðàçäåëå 1.1 äèññåðòàöèè.

Â ãëàâå 2 äèññåðòàöèè ìû ðàçâèâàåì ìåòîä Ýéëåðà � Ëàãðàíæà è
âû÷èñëÿåì âñå êîðíè ïðîèçâîëüíîãî ïîëèíîìà P (z) ñ êîìïëåêñíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè, íà áàçå ïîäñ÷åòà ïðåäåëîâ îòíîøåíèé îïðåäåëèòåëåé (êàê
è â ìåòîäàõ Áåðíóëëè � Ýéòêåíà), ïîñòðîåííûõ ïî êîýôôèöèåíòàì ðàçëî-
æåíèé â ðÿäû Òåéëîðà è Ëîðàíà ôóíêöèè P ′(z)/P (z).

Â êîíöå XX � íà÷àëå XXI âåêîâ, ïîñëå îòíîñèòåëüíî äîëãîãî ïåðå-
ðûâà, íà÷àëîñü ñòðåìèòåëüíîå ðàçâèòèå àíàëèçà òî÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ êîðíåé àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Â ÷àñòíîñòè, áîëü-
øîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ íàõîæäåíèþ ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ êîðíåé (îáçîð
äàí â ðàçäåëå 1.2 äèññåðòàöèè).

Èçâåñòíûì ìàòåìàòè÷åñêèì èíñòðóìåíòîì äëÿ îáíàðóæåíèÿ îáùèõ
êîðíåé ïàð ïîëèíîìîâ è êðàòíûõ êîðíåé ïîëèíîìîâ ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàíòû
è äèñêðèìèíàíòû. Äëÿ ïàðû ïîëèíîìîâ f è g èõ ðåçóëüòàíò R(f, g) �
ôóíêöèÿ îò èõ êîýôôèöèåíòîâ. Íóëè ðåçóëüòàíòà R(f, g) ñîîòâåòñòâóþò
íàáîðàì êîýôôèöèåíòîâ f è g òàêèì, ÷òî f è g èìåþò îáùèé êîðåíü. Ïðè
ýòîì âû÷èñëåíèå ýòîãî îáùåãî êîðíÿ ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíîé ïðîáëåìîé.

Îñíîâîïîëàãàþùèå ðåçóëüòàòû ïî âû÷èñëåíèþ åäèíñòâåííîãî îáùå-
ãî ïðîñòîãî êîðíÿ äâóõ ïîëèíîìîâ, à òàêæå åäèíñòâåííîãî êîðíÿ ïîëè-
íîìà êðàòíîñòè 2 â òåðìèíàõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà îò
ðåçóëüòàíòîâ è äèñêðèìèíàíòîâ, ïðåäñòàâëåíû â ìîíîãðàôèè È. Ì. Ãåëü-
ôàíäà, Ì. Ì. Êàïðàíîâà è À. Â. Çåëåâèíñêîãî3. Ñóùåñòâåííîå ðàçâèòèå
èäåé ýòîé êíèãè â íàïðàâëåíèè ïîèñêà ôîðìóë äëÿ êðàòíûõ êîðíåé ìíî-
ãî÷ëåíîâ ïðåäñòàâëåíî â ñòàòüå È. À. Àíòèïîâîé, Å. Í. Ìèõàëêèíà è
À. Ê. Öèõà4. Êëþ÷åâîé â ýòîé ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà, ãäå ïîëó÷åíî âûðà-
æåíèå åäèíñòâåííîãî êîðíÿ êðàòíîñòè s ≥ 3 ÷åðåç ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
ïåðâîãî ïîðÿäêà îò ðåçóëüòàíòà ìíîãî÷ëåíà è åãî ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà
s− 1.

Â òðåòüåé ãëàâå íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ïîñòðîåíî òåéëîðîâñêîå ðàç-
ëîæåíèå äëÿ ðåçóëüòàíòîâ ïàð ïîëèíîìîâ, îáëàäàþùèõ îáùèìè êîðíÿìè.

3. Gelfand, I. M. Discriminants, Resultants, and Multidimensional Determinants /

I. M. Gelfand, M. M. Kapranov, A. V. Zelevinsky. � Boston : Birkh�auser, 1994. � 528 p.

4. Àíòèïîâà, È. À. Ðàöèîíàëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ êðàòíûõ êîðíåé àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé / È. À. Àíòèïîâà, Å. Í. Ìèõàëêèí, À. Ê. Öèõ // Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. � 2018. �

Ò. 209, � 10. � Ñ. 3�30.
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Íà ýòîé áàçå ïîëó÷åíû ñåðèè íîâûõ ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ îáùèõ êðàòíûõ
êîðíåé ïàð ïîëèíîìîâ è ñåðèè íîâûõ ôîðìóë äëÿ êðàòíûõ êîðíåé ìíîãî-
÷ëåíîâ.

Îòäåëüíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèé â äàííîé äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ
òðèíîìèàëüíûå (òðåõ÷ëåííûå) àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ò. å. óðàâíåíèÿ
âèäà

xn + pxm + q = 0 (n > m > 0, p ̸= 0, q ̸= 0) .

Òàêèå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîïóëÿðíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèé.
Òîëüêî ñ íà÷àëà XXI âåêà îïóáëèêîâàíû äåñÿòêè ñòàòåé, ïîñâÿùåííûõ ðàç-
íûì àñïåêòàì àíàëèçà òðèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé (îáçîð äàí â ðàçäåëå 1.3
äèññåðòàöèè).

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè â ãëàâå 4 ïðîâåäåí ïîëíûé àíàëèç âñåõ
äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ïðîèçâîëüíûõ òðèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äåé-
ñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè: ÿâíî îïèñàíà ëîêàëèçàöèÿ è êðàòíîñòè
òàêèõ êîðíåé.

ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Ñâÿçü ðàáîòû ñ íàó÷íûìè ïðîãðàììàìè (ïðîåêòàìè),
òåìàìè

Òåìà äèññåðòàöèè ñîîòâåòñòâóåò ïðèîðèòåòíîìó íàïðàâëåíèþ íàó÷-
íîé, íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé è èííîâàöèîííîé äåÿòåëüíîñòè Ðåñïóáëèêè Áåëà-
ðóñü íà 2021�2025 ãîäû � 1 ¾Öèôðîâûå èíôîðìàöèîííî-êîììóíèêàöèîí-
íûå è ìåæäèñöèïëèíàðíûå òåõíîëîãèè, îñíîâàííûå íà íèõ ïðîèçâîäñòâà¿
(ìàòåìàòèêà è ìîäåëèðîâàíèå ñëîæíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèñòåì (òåõíî-
ëîãè÷åñêèõ, áèîëîãè÷åñêèõ, ñîöèàëüíûõ)) (Óêàç Ïðåçèäåíòà Ðåñïóáëè-
êè Áåëàðóñü îò 07.05.2020 � 156), à òàêæå ïðèîðèòåòíîìó íàïðàâëåíèþ
íàó÷íîé, íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé è èííîâàöèîííîé äåÿòåëüíîñòè Ðåñïóáëèêè
Áåëàðóñü íà 2026�2030 ãîäû � 1 ¾Öèôðîâûå òåõíîëîãèè è èñêóññòâåííûé
èíòåëëåêò¿ (ìàòåìàòè÷åñêèå òåîðèè è ìåòîäû, âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûå
âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû, öèôðîâûå ìîäåëè è äâîéíèêè) (Óêàç Ïðåçèäåí-
òà Ðåñïóáëèêè Áåëàðóñü îò 01.04.2025 � 135).

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå èíæåíåðíîé ôèçèêè
ó÷ðåæäåíèÿ îáðàçîâàíèÿ ¾Âèòåáñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Ï.Ì. Ìàøåðîâà¿ â ðàìêàõ Ãîñóäàðñòâåííîé ïðîãðàììû íàó÷íûõ èññëåäî-
âàíèé ¾Êîíâåðãåíöèÿ � 2025¿ (ïîäïðîãðàììà ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è
ìåòîäû¿, � ÃÐ 20210494, 2021�2025 ãã.) â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàíèåì ¾Ðàçâè-
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òèå àíàëèòè÷åñêèõ è àïïðîêñèìàöèîííûõ ìåòîäîâ äëÿ àíàëèçà è ðåøåíèÿ
çàäà÷è ñèñòåìû ãðàâèòèðóþùèõ òåë¿.

Àâòîðîì äèññåðòàöèè îñóùåñòâëÿëîñü ðóêîâîäñòâî ïðîåêòàìè Ãðàí-
òîâ ÁÐÔÔÈ ¾Íàóêà � Ì¿: â 2021�2023 ãã. ¾Ðàçðàáîòêà íîâûõ ìåòî-
äîâ íàõîæäåíèÿ êîðíåé àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ñèìâîëüíîì âèäå¿
(� ÃÐ 20213304); â 2023�2025 ãã. ¾Ðàçâèòèå òåîðèè êîíñòðóèðîâàíèÿ ýêñ-
òðåìàëüíûõ ïîëèíîìîâ â êîìïëåêñíûõ îáëàñòÿõ è ñèìâîëüíîãî ðåøåíèÿ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé¿ (� ÃÐ 20231184).

Â 2025�2027 ãã. äèññåðòàíò ðóêîâîäèò ïðîåêòîì ÁÐÔÔÈ
¾Íàóêà � Ì¿ ¾Ðàçâèòèå ìåòîäîâ ñèìâîëüíîãî íàõîæäåíèÿ êîðíåé
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ïîñòðîåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ ïîëèíîìîâ íà
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè¿ (� ÃÐ 20251037).

Öåëü, çàäà÷è, îáúåêò è ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ
Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ÿâíûõ è ïðè-

áëèæåííûõ ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ è àíàëèçà êîðíåéìíîãî÷ëåíîâ.
Îñíîâíûå çàäà÷è äèññåðòàöèè ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:
1. Ðàçðàáîòàòü ìåòîä òèïà ìåòîäà Áåðíóëëè � Ýéëåðà � Ëàãðàíæà �

Ýéòêåíà âû÷èñëåíèÿ âñåõ êîðíåé ïðîèçâîëüíîãî ïîëèíîìà P (z) ñ êîì-
ïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè íà áàçå ïîäñ÷åòà ïðåäåëîâ îòíîøåíèé îïðå-
äåëèòåëåé, ïîñòðîåííûõ ïî êîýôôèöèåíòàì ðàçëîæåíèé â ðÿäû Òåéëîðà è
Ëîðàíà ôóíêöèè P ′(z)/P (z).

2. Ïîëó÷èòü ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ îáùèõ êîðíåé ïàð ïîëèíîìîâ è
êðàòíûõ êîðíåé ïîëèíîìîâ íà áàçå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ðåçóëüòàíòîâ.

3. Äëÿ òðèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè ïðîâåñòè àíàëèç âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé: îïèñàòü èõ ëîêàëèçà-
öèþ è êðàòíîñòè.

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ � ïðîèçâîëüíûå ïîëèíîìû ñ êîìïëåêñíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè è òðèíîìèàëüíûå ïîëèíîìû ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè.

Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ � êîðíè ïîëèíîìîâ, ìåòîäû ïðèáëèæåííîãî è
ÿâíîãî âû÷èñëåíèÿ êîðíåé, àíàëèç ëîêàëèçàöèè è êðàòíîñòåé êîðíåé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà
Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Íîâèçíà è

îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì:
� ðàçðàáîòàí íîâûé ìåòîä òèïà ìåòîäà Áåðíóëëè � Ýéëåðà � Ëàãðàí-

æà � Ýéòêåíà âû÷èñëåíèÿ âñåõ êîðíåé ïðîèçâîëüíîãî ïîëèíîìà P (z) ñ êîì-
ïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè íà áàçå ïîäñ÷åòà ïðåäåëîâ îòíîøåíèé îïðå-
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äåëèòåëåé, ïîñòðîåííûõ ïî êîýôôèöèåíòàì ðàçëîæåíèé â ðÿäû Òåéëîðà è
Ëîðàíà ôóíêöèè P ′(z)/P (z);

� äëÿ ðåçóëüòàíòà R(f, g)(a, b) ïàðû ïîëèíîìîâ f è g, îáëàäàþùèõ
îáùèìè êîðíÿìè, ïîñòðîåíî òåéëîðîâñêîå ðàçëîæåíèå ïî ïåðåìåííûì a

(êîýôôèöèåíòàì f) è ïî ïåðåìåííûì b (êîýôôèöèåíòàì g); íà ýòîé áà-
çå ïîëó÷åíû ñåðèè íîâûõ ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ îáùèõ êðàòíûõ êîðíåé ïàð
ïîëèíîìîâ è ñåðèè íîâûõ ôîðìóë äëÿ êðàòíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ;

� ïðîâåäåí ïîëíûé àíàëèç âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ïðîèçâîëü-
íûõ òðèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè: ÿâíî
îïèñàíà ëîêàëèçàöèÿ è êðàòíîñòè òàêèõ êîðíåé.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:
1. Íîâûé ìåòîä òèïà ìåòîäà Áåðíóëëè � Ýéëåðà � Ëàãðàíæà � Ýéò-

êåíà âû÷èñëåíèÿ âñåõ êîðíåé ïðîèçâîëüíîãî ïîëèíîìà P (z) ñ êîìïëåêñíû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè íà áàçå ïîäñ÷åòà ïðåäåëîâ îòíîøåíèé îïðåäåëèòåëåé,
ïîñòðîåííûõ ïî êîýôôèöèåíòàì ðàçëîæåíèé â ðÿäû Òåéëîðà è Ëîðàíà
ôóíêöèè P ′(z)/P (z).

2. Òåéëîðîâñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ ðåçóëüòàíòîâ ïàð ïîëèíîìîâ îáëà-
äàþùèõ îáùèìè êîðíÿìè.

3. Ñåðèè íîâûõ ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ îáùèõ êðàòíûõ êîðíåé ïàð ïîëè-
íîìîâ è ñåðèè íîâûõ ôîðìóë äëÿ êðàòíûõ êîðíåé ïîëèíîìîâ.

4. Ïîëíûé àíàëèç âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ïðîèçâîëüíûõ òðèíî-
ìèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè: ÿâíîå îïèñàíèå
ëîêàëèçàöèè è êðàòíîñòåé òàêèõ êîðíåé.

Ëè÷íûé âêëàä ñîèñêàòåëÿ ó÷åíîé ñòåïåíè â ðåçóëüòàòû äèñ-
ñåðòàöèè ñ îòãðàíè÷åíèåì èõ îò ñîàâòîðîâ ñîâìåñòíûõ èññëåäî-
âàíèé è ïóáëèêàöèé

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî. Ñòàòüè
[1�À�3�À; 6�À] îïóáëèêîâàíû â ñîàâòîðñòâå ñ íàó÷íûìè ðóêîâîäèòåëÿ-
ìè � äîêòîðîì ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðîì Þ. Â. Òðóáíè-
êîâûì (óìåð â àïðåëå 2025 ã.) è äîêòîðîì ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîðîì À. Â. Ëåáåäåâûì.

Â ïåðå÷èñëåííûõ ðàáîòàõ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëÿì ïðèíàäëåæàò ïî-
ñòàíîâêè çàäà÷ è îáùèå ðåêîìåíäàöèè îòíîñèòåëüíî ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ,
à àâòîðó äèññåðòàöèè � ðåàëèçàöèÿ ýòèõ ðåêîìåíäàöèé è äîêàçàòåëüñòâà
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ.

Áåç ñîàâòîðîâ îïóáëèêîâàíî 2 ñòàòüè [4�À; 5�À] â íàó÷íûõ èçäàíèÿõ
â ñîîòâåòñòâèè ñ ïóíêòîì 19 Ïîëîæåíèÿ î ïðèñóæäåíèè ó÷åíûõ ñòåïåíåé
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è ïðèñâîåíèè ó÷åíûõ çâàíèé â Ðåñïóáëèêå Áåëàðóñü.
Ìàãèñòðàíò Ä. À. Êèòàðîâ, ñ êîòîðûì èìåþòñÿ îáùèå àêòû âíåäðå-

íèÿ, çàíèìàëñÿ òåõíè÷åñêîé ðåàëèçàöèåé ðàçðàáîòàííûõ àâòîðîì äèññåð-
òàöèè àëãîðèòìîâ.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè è èíôîðìàöèÿ îá èñïîëüçîâàíèè åå
ðåçóëüòàòîâ

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ðÿäå íàó÷-
íûõ ñåìèíàðîâ è êîíôåðåíöèé, â òîì ÷èñëå: íà ñåìèíàðå ¾Äåéñòâèòåëü-
íûé, êîìïëåêñíûé è ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç¿ â ÁÃÓ (ðóêîâîäèòåëè �
ïðîôåññîðû À. Á. Àíòîíåâè÷, Â. È. Áàõòèí, Â. Ã. Êðîòîâ, À. Â. Ëå-
áåäåâ; 10 àïðåëÿ 2023 ã., 6 ìàÿ 2024 ã.); Ìåæäóíàðîäíîì îíëàéí ñåìè-
íàðå ¾International biweekly Seminar on Analysis, Di�erential Equations
and Mathematical Physics¿ (ðóêîâîäèòåëü � ïðîôåññîð À. Í. Êàðàïåòÿíö,
22 ôåâðàëÿ 2024 ã.); íàó÷íîì ñåìèíàðå ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè è èíôîðìà-
òèêè ÃðÃÓ èì. ßíêè Êóïàëû (ðóêîâîäèòåëè � ïðîôåññîð È. Ï. Ìàðòûíîâ,
ïðîôåññîð Å. À. Ðîâáà, 8 ìàÿ 2024 ã. è 18 àïðåëÿ 2025 ã.); I è II Ðåñïóáëè-
êàíñêîì ôîðóìå ìîëîäûõ ó÷åíûõ ó÷ðåæäåíèé âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ (Âè-
òåáñê, 25�27 ìàÿ 2022 ã., Ìîãèëåâ, 17�19 ìàÿ 2023 ã.); 75 è 76 ðåãèîíàëüíûõ
íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ ¾Íàóêà � îáðàçîâàíèþ, ïðîèçâîäñòâó,
ýêîíîìèêå¿ (Âèòåáñê, 3 ìàðòà 2023 ã.; 1 ìàðòà 2024 ã.); X Ìåæäóíàðîäíîé
íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå è êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå¿
(Îìñê, 10 ôåâðàëÿ 2023 ã.); Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾XIV Áåëîðóñ-
ñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 65-ëåòèþ Èíñòèòóòà ìà-
òåìàòèêè ÍÀÍ Áåëàðóñè¿ (Ìèíñê, 28 îêòÿáðÿ � 1 íîÿáðÿ 2024 ã.); Ìåæäó-
íàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Âîñüìûå Áîãäàíîâñêèå ÷òåíèÿ.
Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿ (Ìèíñê, 2�5 äåêàáðÿ 2025 ã.).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû âíåäðåíû â ó÷åáíûé ïðîöåññ
ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé ó÷ðåæäåíèÿ îáðà-
çîâàíèÿ ¾Âèòåáñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ï.Ì. Ìàøåðîâà¿
(àêòû âíåäðåíèÿ îò: 30.01.2025 (2 àêòà), 28.11.2025).

Îïóáëèêîâàííîñòü ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 14 íàó÷íûõ ðà-

áîòàõ (îáùèì îáúåìîì 4,78 àâò. ë.), â òîì ÷èñëå 6 ñòàòåé â íàó÷íûõ èç-
äàíèÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ï. 19 Ïîëîæåíèÿ î ïðèñóæäåíèè ó÷åíûõ ñòåïå-
íåé è ïðèñâîåíèè ó÷åíûõ çâàíèé â Ðåñïóáëèêå Áåëàðóñü (3,83 àâò. ë.), è
8 ïóáëèêàöèé â ñáîðíèêàõ ìàòåðèàëîâ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèé (0,95 àâò. ë.).
Îïóáëèêîâàííûå ðàáîòû ïîëíîñòüþ îòðàæàþò ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.
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Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè
Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, îáùåé õàðàêòåðèñòè-

êè ðàáîòû, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ,
ñîäåðæàùåãî 237 íàèìåíîâàíèé, âêëþ÷àÿ 14 ïóáëèêàöèé ñîèñêàòåëÿ ó÷å-
íîé ñòåïåíè, è ïðèëîæåíèÿ. Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 125
ñòðàíèö: 97 ñòðàíèö � òåêñò äèññåðòàöèè; 22 ñòðàíèöû � ñïèñîê èñïîëüçî-
âàííûõ èñòî÷íèêîâ; 6 ñòðàíèö � ïðèëîæåíèå.

ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

Ïåðâàÿ ãëàâà ñîäåðæèò àíàëèòè÷åñêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ, ïîñâÿùåí-
íûõ òðåì íàïðàâëåíèÿì àíàëèçà êîðíåé ïîëèíîìîâ:

� âû÷èñëåíèþ êîðíåé ïîëèíîìîâ ìåòîäàìè, âîñõîäÿùèìè ê ìåòîäó
Áåðíóëëè � Ýéëåðà � Ëàãðàíæà � Ýéòêåíà (ðàçäåë 1.1);

� ÿâíûì ôîðìóëàì äëÿ êîðíåé ïîëèíîìîâ, ïîëó÷àåìûì íà áàçå äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ ðåçóëüòàíòîâ è äèñêðèìèíàíòîâ (ðàçäåë 1.2);

� àíàëèçó êîðíåé òðèíîìèàëüíûõ ïîëèíîìîâ (ðàçäåë 1.3).
Â ãëàâå 2 ðàçðàáîòàí íîâûé ìåòîä òèïà ìåòîäà Áåðíóëëè � Ýéëå-

ðà � Ëàãðàíæà � Ýéòêåíà âû÷èñëåíèÿ âñåõ êîðíåé ïðîèçâîëüíîãî ïîëè-
íîìà P (z) ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè, íà áàçå ïîäñ÷åòà ïðåäåëîâ
îòíîøåíèé îïðåäåëèòåëåé, ïîñòðîåííûõ ïî êîýôôèöèåíòàì ðàçëîæåíèé â

ðÿäû Òåéëîðà è Ëîðàíà ôóíêöèè
P ′(z)

P (z)
.

Â ðàçäåëå 2.2 îïèñàí ìåòîä âû÷èñëåíèÿ âñåõ êîðíåé ïðîèçâîëüíîãî
ïîëèíîìà. Ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ èäåò ïî âîçðàñòàíèþ àáñîëþòíûõ âåëè-
÷èí êîðíåé.

Â ðàçðàáîòàííîì ìåòîäå ïðèíöèïèàëüíóþ òåõíè÷åñêóþ ðîëü èãðàþò
îïðåäåëèòåëè Àäàìàðà.

Ïóñòü P (z) = a0z
n + a1z

n−1 + ... + an−1z + an, a0, a1, ..., an ∈ C;
a0, an ̸= 0 � ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì ñòåïåíè n, äëÿ êîòîðîãî 0 íå ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì, ò. å.

P (z) = a0(z − z1)
m1 · ... · (z − zp)

mp,

ãäåm1+m2+ . . .+mp = n � ñóììà êðàòíîñòåé êîðíåé zj è zi ̸= zj ïðè i ̸= j

è zj ̸= 0, j = 1, . . . , p. Âìåñòå ñ ïîëèíîìîì P (z) ðàññìîòðèì ðàöèîíàëüíóþ
ôóíêöèþ

P ′(z)

P (z)
=

p∑
j=1

mj

z − zj
=

∞∑
k=0

ckz
k. (3)
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Çäåñü ïðàâàÿ ÷àñòü � ðàçëîæåíèå ôóíêöèè P ′(z)/P (z) â ðÿä Òåéëîðà
â îêðåñòíîñòè íóëÿ.

Ïî êîýôôèöèåíòàì ck ðÿäà (3) ñòðîÿòñÿ îïðåäåëèòåëè Àäàìàðà. À
èìåííî, äëÿ êàæäîé ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (k, r), k ≥ 0, r > 0 îïðåäå-
ëèòåëåì Àäàìàðà Hk,r íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü

Hk,r :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ck ck+1 . . . ck+r−1

ck+1 ck+2 . . . ck+r

. . . . . . . . . . . .

ck+r−1 ck+r . . . ck+2(r−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Òåîðåìà 2.1 [1�A; 2�A] îïèñûâàåò ñâÿçü ìåæäó îïðåäåëèòåëÿìè Àäà-

ìàðà è Âàíäåðìîíäà. Çäåñü, â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíî, ÷òî

Hk,r = 0 äëÿ r > p; è
Hk,p

Hk+1,p
= z1 · ... · zp .

À äëÿ r < p ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 2.3 [1�A; 2�A]. Ïóñòü 0< |z1| ≤ |z2| ≤ ...≤ |zr|< |zr+1| ≤

≤|zr+2|≤ ...≤|zp|. Òîãäà

lim
k→∞

Hk,r

Hk+1,r
= z1 · ... · zr .

Ïðè ýòîì ∣∣∣∣ Hk,r

Hk+1,r
− z1 · ... · zr

∣∣∣∣ < Cqk,

ãäå

0 < q =
|zr|
|zr+1|

< 1.

Óñëîâèå |zr| < |zr+1| â òåîðåìå 2.3 ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî äîñòàòî÷-
íûì, íî è íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ îáñóæäàåìûõ ïðåäåëîâ.
À èìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.4 [1�A; 2�A]. Ïóñòü 0< |z1|≤ |z2| ≤ ...≤ |zr|= |zr+1|≤
≤ |zr+2|≤ ...≤|zp|. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà lim

k→∞

Hk,r

Hk+1,r
.

Âûøåïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü êîðíè ìíîãî-
÷ëåíà P (z), íà÷èíàÿ ñ íàèìåíüøåãî ïî ìîäóëþ. Àíàëîãè÷íàÿ ïðîöåäó-
ðà âû÷èñëåíèÿ êîðíåé ïîëèíîìà, íà÷èíàÿ ñ íàèáîëüøåãî ïî ìîäóëþ îñó-

ùåñòâëÿåòñÿ ðàçäåëå 2.3 íà áàçå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè
P ′(z)

P (z)
â ðÿä Ëîðàíà

â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè (ò. å. äëÿ |z| > max
1≤j≤p

|zj|)
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P ′(z)

P (z)
=

p∑
j=1

mj

z − zj
=

∞∑
k=0

bk
zk+1

, (4)

ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëèòåëåé Àäàìàðà.
Â ðàçäåëå 2.5 ïðåäñòàâëåí êîíêðåòíûé ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ âñåõ êîð-

íåé ïîëèíîìà íà áàçå ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ.
Â òðåòüåé ãëàâå ïîñòðîåíî òåéëîðîâñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ ðåçóëüòàí-

òîâ ïàð ïîëèíîìîâ, îáëàäàþùèõ îáùèìè êîðíÿìè. Íà ýòîé áàçå ïîëó÷åíû
ñåðèè íîâûõ ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ îáùèõ êðàòíûõ êîðíåé ïàð ïîëèíîìîâ è
ñåðèè íîâûõ ôîðìóë äëÿ êðàòíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ðåçóëüòàíòà.

Ïóñòü f (z) :=
n∑

i=0

aiz
n−i (a0 ̸= 0) è g (z) :=

m∑
j=0

bjz
m−j (b0 ̸= 0) � äâà

ìíîãî÷ëåíà.
Èõ ðåçóëüòàíòîì íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü

R(f, g) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 . . . an

a0 a1 . . . an
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

a0 a1 . . . an

b0 b1 . . . bm

b0 b1 . . . bm

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
b0 b1 . . . bm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (5)

Â äàííîì îïðåäåëèòåëå m ñòðîê ñ êîýôôèöèåíòàìè ïîëèíîìà f (z)

è n ñòðîê ñ êîýôôèöèåíòàìè ïîëèíîìà g (z). Â ÿ÷åéêàõ îïðåäåëèòåëÿ, ãäå
îñòàâëåíû ïóñòûå ïîëÿ, ïîäðàçóìåâàþòñÿ íóëè.

Ðåçóëüòàíò � ýòî ôóíêöèÿ îò êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ f è g, ò. å.
R(f, g) = R(f, g)(a0, ..., an, b0, ..., bm).

Â ìîíîãðàôèè È. Ì. Ãåëüôàíäà, Ì. Ì. Êàïðàíîâà è À. Â. Çåëåâèí-
ñêîãî3 äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Åñëè ïîëèíîìû

f (x) = a0x
n + a1x

n−1 + a2x
n−2 + . . .+ an−1x+ an,

g (x) = b0x
m + b1x

m−1 + b2x
m−2 + . . .+ bm−1x+ bm

èìåþò ðîâíî îäèí ïðîñòîé îáùèé êîðåíü w, òî òîãäà w ìîæíî íàéòè
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ÿâíî èç ñîîòíîøåíèé:(
wn :wn−1 :wn−2 : · · · : w : 1

)
=

(
∂R (f, g)

∂a0
:
∂R (f, g)

∂a1
: · · · : ∂R (f, g)

∂an

)
, (6)

(
wm :wm−1 :wm−2 : · · · : w :1

)
=

(
∂R (f, g)

∂b0
:
∂R (f, g)

∂b1
: . . . :

∂R (f, g)

∂bm

)
, (7)

ãäå R (f, g) � ðåçóëüòàíò ïîëèíîìîâ f (x) è g (x).

Â ìîíîãðàôèè3 ôîðìóëû (6), (7) ïîëó÷àþòñÿ èç èíòåðïðåòàöèè äèñ-
êðèìèíàíòà â òåîðèè äâîéñòâåííîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Àê-
öåíòèðóÿ âíèìàíèå íà ïðèíöèïèàëüíîé âàæíîñòè ýòèõ ôîðìóë, àâòîðû3

ïîä÷åðêèâàþò, ÷òî ¾The general proof given there (reduction via the Cayley

trick, to the biduality theorem for projective dual varieties), is probably the

most transparent¿ [ñ. 400].
Äëÿ âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèé (6) è (7) ïðèíöèïèàëüíî âàæ-

íî, ÷òîáû îáùèé êîðåíü áûë òîëüêî îäèí, è ÷òîáû îí íå ÿâëÿëñÿ
êðàòíûì äëÿ êàêîãî-òî èç ïîëèíîìîâ. Çäåñü ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð
f (x) = (x− 1)3, g (x) = (x− 1)2, ãäå âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâî-

ãî ïîðÿäêà
∂R (f, g)

∂ai
, i = 0, 1, 2, 3;

∂R (f, g)

∂bj
, j = 0, 1, 2; ðàâíû íóëþ.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äèññåðòàöèè îïèñûâàåò ýôôåêòû, âîçíèêàþ-
ùèå â òàêèõ ñèòóàöèÿõ.

Òåîðåìà 3.1 [3�A; 6�A]. Ïóñòü

f (x) = a0z
n + a1z

n−1 + · · ·+ an, (a0 ̸= 0, an ̸= 0) ,

g (x) = b0z
m + b1z

m−1 + · · ·+ bm, (b0 ̸= 0, bm ̸= 0) .

Åñëè ìíîãî÷ëåíû f è g èìåþò ðîâíî îäèí îáùèé êîðåíü w êðàòíîñòè s

äëÿ f è êðàòíîñòè p äëÿ g, òî äëÿ ðåçóëüòàíòà R := R (f, g) èìåþò

ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

1) äëÿ 1 ≤ r < s

∂rR

∂bjr . . . ∂bj1
= 0 (jk = 0, 1, . . . ,m) ; (8)

2) äëÿ 1 ≤ r < p

∂rR

∂air . . . ∂ai1
= 0, (ik = 0, 1, . . . , n) ; (9)

3)
∂sR

∂bjs . . . ∂bj1
:

∂sR

∂bks . . . ∂bk1
=

10



= w(ks+...+k1)−(js+...+j1) (jr, kr = 0, 1, . . . ,m) ; (10)

4)
∂pR

∂aip . . . ∂ai1
:

∂pR

∂alp . . . ∂al1
=

= w(lp+...+l1)−(ip+...+i1) (ir, lr = 0, 1, . . . , n) . (11)

Ïðè p = s = 1 èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ (6) è (7).
Òåîðåìà 3.1 ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ òåéëîðîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ ðåçóëü-

òàíòà, êîòîðîå ïðè íàëè÷èè îáùèõ êîðíåé ó ïàð ïîëèíîìîâ ïðèíèìàåò
äîâîëüíî ñïåöèàëüíûé âèä.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè F : Cp → C (p = 1, 2, . . . ) åå ïðîèçâîä-
íàÿ ïîðÿäêà s F (s) (s = 1, 2, . . . ) � ýòî s�ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàâàåìàÿ
ñåìåéñòâîì ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

F (s) ↔
[

∂sF

∂zis...∂zi1

]
, ir = 1, . . . , p .

Åñëè F (a, b), a = (a0, . . . , an), b = (b0, ..., bm) � ôóíêöèÿ îò (n+ 1)+

+(m+1) ïåðåìåííûõ, òî ÷åðåç F (s)
a ìû îáîçíà÷àåì åå ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ

ïîðÿäêà s ïî ïåðåìåííûì a è, ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç F
(s)
b îáîçíà÷àåì åå

÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà s ïî ïåðåìåííûì b. Ïîëîæèì òàêæå, êàê
îáû÷íî, F (0) = F

(0)
a = F

(0)
b = F .

Òåîðåìà 3.3 [3�A; 6�A]. Ïóñòü

f (z) = a0z
n + a1z

n−1 + · · ·+ an (a0 ̸= 0),

g (z) = b0z
m + b1z

m−1 + · · ·+ bm (b0 ̸= 0);

zi, i = 1, n � êîðíè f , yj, j = 1,m � êîðíè g.

Åñëè f è g èìåþò îáùèé êîðåíü w è, ïðè ýòîì,

w = z1 = z2 = . . . = zs � êîðåíü êðàòíîñòè s (1 ≤ s < n) äëÿ f ,

è w = y1 = y2 = . . . = yp � êîðåíü êðàòíîñòè p (1 ≤ p < m) äëÿ g, òî äëÿ

ðåçóëüòàíòà R := R (f, g) (a, b) a = (a0, . . . , an), b = (b0, . . . , bm) èìåþò

ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

1) äëÿ 0 ≤ r < s

R
(r)
b = 0; (12)

äëÿ 0 ≤ r < p

R(r)
a = 0. (13)

2)
∂sR

∂bjs . . . ∂bj1
= am0 s!wsm−(js+...+j1)·

n∏
i=s+1

g(zi) (jk = 0, 1, . . . ,m) , (14)
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∂pR

∂aip . . . ∂ai1
=(−1)mn bn0 p!w

pn−(ip+...+i1) ·
m∏

j=p+1

f(yj) (ik=0, 1, . . . , n) . (15)

Åñëè s = n, ò. å. f(z) = a0(z − w)n, òî âìåñòî (14) èìååì

∂nR

∂bjn . . . ∂bj1
= am0 n!wnm−(jn+...+j1) (jk = 0, 1, . . . ,m) , (16)

åñëè p = m, ò. å. g(z) = b0(z − w)m, òî âìåñòî (15) èìååì

∂mR

∂aim . . . ∂ai1
= bn0 m!wnm−(im+...+i1) (ik = 0, 1, . . . , n) . (17)

Èíûìè ñëîâàìè, ïðè íàëè÷èè ó ïîëèíîìîâ f è g îáùåãî êîðíÿ w

êðàòíîñòè s äëÿ f è êðàòíîñòè p äëÿ g ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà äëÿ
ðåçóëüòàíòà R (f, g) (a, b) ïî ïåðåìåííûì b (êîýôôèöèåíòàì g) íà÷èíàåòñÿ
ñî ñëàãàåìîãî ïîðÿäêà s, à ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà äëÿ R (f, g) (a, b) ïî
ïåðåìåííûì a (êîýôôèöèåíòàì f) íà÷èíàåòñÿ ñî ñëàãàåìîãî ïîðÿäêà p è
ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå ðÿäà Òåéëîðà îïèñûâàþòñÿ ÿâíî.

Â ðàçäåëå 3.1.5 ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñåðèé íîâûõ ôîðìóë äëÿ îáùèõ
êðàòíûõ êîðíåé ïàð ïîëèíîìîâ, ïîëó÷àåìûõ íà áàçå ðåçóëüòàòîâ ðàçäå-
ëîâ 3.1.2, 3.1.3.

Ðàöèîíàëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ êðàòíûõ êîðíåé ïîëèíîìîâ.
Ïîñêîëüêó êðàòíûé êîðåíü ïîëèíîìà ÿâëÿåòñÿ êîðíåì åãî ïðîèçâîäíîé, òî
ñîîòíîøåíèÿ (10) è (11) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôîðìóë äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ýòîãî êðàòíîãî êîðíÿ, ïîëó÷àÿ ñåðèè ôîðìóë, ñâÿçûâàþùèõ
êîðíè è êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà.

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèé ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ìû â ðàçäåëå 3.2
ïîëó÷àåì ñåðèè íîâûõ ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ êðàòíûõ êîðíåé ïîëèíîìîâ.

Àëãîðèòìû ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ ðàöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé
äëÿ êðàòíûõ êîðíåé ïîëèíîìîâ (èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû). Â ìî-
íîãðàôèè È. Ì. Ãåëüôàíäà, Ì. Ì. Êàïðàíîâà è À. Â. Çåëåâèíñêîãî3 â
ãëàâå 12 â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ïðåäëîæåíèÿ 3.1 ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ
êîðíÿ w ïîëèíîìà f â ñèòóàöèè, êîãäà w � åäèíñòâåííûé êîðåíü êðàòíîñòè
2. Ðàçâèòèþ èäåé èç ýòîé êíèãè ïî ðàöèîíàëüíîìó âûðàæåíèþ êðàòíûõ
êîðíåé ïîëèíîìà ïîñâÿùåíà ñòàòüÿ È. À. Àíòèïîâîé, Å. Í. Ìèõàëêèíà è
À. Ê. Öèõà4. Êëþ÷åâîé â íåé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.54. Ïóñòü w � íåíóëåâîé êîðåíü êðàòíîñòè s ≥ 3 äëÿ

ïîëèíîìà

f (z) = zn + a1z
n−1 + a2z

n−2 + . . .+ an−1z + an
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è îñòàëüíûå êîðíè ïðîñòûå.

Êîðåíü w âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂R

∂ai
, ãäå

R = R
(
f, f (s−1)

)
� ðåçóëüòàíò ìíîãî÷ëåíà è åãî ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà

s− 1 ïî ôîðìóëàì

w =
∂R

∂an−(s−2)
:

∂R

∂an−(s−3)
=

∂R

∂an−(s−3)
:

∂R

∂an−(s−4)
= . . . =

∂R

∂an−1
:
∂R

∂an
.

Â ðàçäåëå 3.2 äèññåðòàöèè äîêàçàí ðÿä èäåéíî îòëè÷íûõ îò òåîðå-
ìû 3.5 ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçûâàþùèõ âûñøèå ïðîèçâîäíûå îò ðåçóëüòàíòîâ
è êðàòíûå êîðíè è ïîëó÷åíû ñåðèè íîâûõ ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ êðàòíûõ
êîðíåé ïîëèíîìîâ. Êðîìå òîãî, ýòè ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ íîâîãî
ïðîçðà÷íîãî äîêàçàòåëüñòâà óòî÷íåíèÿ òåîðåìû 3.5.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé àëüòåðíàòèâîé òåîðå-
ìå 3.5.

Òåîðåìà 3.8 [5�A; 6�A]. Ïîëèíîì f (z) =
n∑

i=0

aiz
n−i (a0 ̸= 0,

an ̸= 0) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

f (z) = a0(z − w)s (z − zs+1) (z − zs+2) . . . (z − zn−1) (z − zn) ,

ãäå 2 ≤ s < n, zi ̸= zj, i ̸= j è w ̸= zi; òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

1) R
(
f, f (s−1)

)
= 0,

2) R
(
f, f (s)

)
̸= 0,

3)
∂sR (f, f ′)

∂bsn−1

̸= 0, ãäå bj (j = 0, 1, . . . , n− 1) � êîýôôèöèåíòû ïî-

ëèíîìà g (z) = f ′ (z).
Ïðè ýòîì äëÿ êîðíÿ w âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

∂sR (f, f ′)

∂bjs . . . ∂bj1
:
∂sR (f, f ′)

∂bks . . . ∂bk1
= w(ks+...+k1)−(js+...+j1), (jr, kr = 0, 1, . . . , n− 1) .

Â ðàçäåëå 3.2.4 ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå ïîëó÷åíèå
êîíêðåòíûõ ðàöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðàòíûõ êîðíåé
íàèáîëüøåé êðàòíîñòè íà áàçå ïîëó÷åííûõ òåîðåì. Îíè äåìîíñòðèðóþò
êà÷åñòâåííóþ ðàçíèöó â ôîðìóëàõ, âûâîäèìûõ íà îñíîâå òåîðåìû 3.5 è
òåîðåìû 3.8.

Â çàêëþ÷èòåëüíîé ãëàâå 4 îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ òðèíî-
ìèàëüíûå (òðåõ÷ëåííûå) àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ò. å. óðàâíåíèÿ âèäà

xn + pxm + q = 0 (n > m > 0, p ̸= 0, q ̸= 0) .

13



Çäåñü ðàçðàáîòàí ïðîñòîé è åäèíîîáðàçíûé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé
óñòàíàâëèâàòü ÷èñëî è ëîêàëèçàöèþ äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé òðåõ÷ëåí-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðîèçâîëüíûõ ñòåïåíåé ñ äåéñòâèòåëüíû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè. Ìåòîä îñíîâàí íà òîì ôàêòå, ÷òî ïðè ïîìîùè îïðå-
äåëåííûõ ïîäñòàíîâîê òðåõ÷ëåííîå óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ
îäíèì ïàðàìåòðîì, ïðåäñòàâèìûì â âèäå ÿâíîé ôóíêöèè îò êîýôôèöèåí-
òîâ ïåðâîíà÷àëüíîãî óðàâíåíèÿ, è ñâîéñòâà ðåøåíèé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ
çàâèñÿò òîëüêî îò çíà÷åíèé ýòîãî ïàðàìåòðà.

Â ïðîöåññå àíàëèçà òðèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé ìû èñïîëüçóåì èõ
ñëåäóþùóþ êëàññèôèêàöèþ: â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè ñòåïåíåé n è
m òðåõ÷ëåííûå àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà 4 òèïà:
íå÷åòíî-íå÷åòíûå, ÷åòíî-íå÷åòíûå, íå÷åòíî-÷åòíûå è ÷åòíî-÷åòíûå.

Àíàëèç ïðîâåäåí äëÿ âñåõ òèïîâ óðàâíåíèé. Ïðèâåäåì îäèí èç ïîëó-
÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Òðèíîìèàëüíûå íå÷åòíî-íå÷åòíûå óðàâíåíèÿ. Èìååò ìåñòî
ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 4.1 [4�A]. Ïóñòü â óðàâíåíèè

xn + pxm + q = 0 (n > m > 0, p ̸= 0, q ̸= 0) (18)

n, m � íå÷åòíûå ÷èñëà.

Óðàâíåíèå (18) èìååò åäèíñòâåííûé âåùåñòâåííûé êîðåíü òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

−q

(
p

q

)n/m

<
n−m

m

(
n

n−m

)n/m

. (19)

Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà

−q

(
p

q

)n/m

>
n−m

m

(
n

n−m

)n/m

. (20)

óðàâíåíèå (18) èìååò òðè ðàçíûõ âåùåñòâåííûõ êîðíÿ. Ïðè ýòîì, åñëè

q < 0, p < 0, òî äâà èç ýòèõ êîðíåé îòðèöàòåëüíû, à îäèí � ïîëîæèòå-

ëåí; åñëè q > 0, p < 0, òî äâà êîðíÿ áîëüøå íóëÿ è îäèí ìåíüøå íóëÿ.

Åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

n−m

m

(
n

n−m

)n/m

= −q

(
p

q

)n/m

, (21)

òî ó óðàâíåíèÿ (18) îäèí êîðåíü x∗ êðàòíîñòè 2, óäîâëåòâîðÿþùèé ðà-

âåíñòâàì

x∗
n =

qm

n−m
, x∗

n−m = −pm

n
; (22)
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(ò. å. (òàê êàê n � íå÷åòíîå ÷èñëî) x∗ =

(
qm

n−m

)1/n

).

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ êîðíè çàäàþòñÿ ðåøåíèÿìè îïðåäåëÿþùåãî óðàâíå-

íèÿ
tn

tm + 1
= −q

(
p

q

)n/m

, (23)

è ïîäñòàíîâêîé

x = t

(
q

p

)1/m

(t ̸= 0) .

Ôóíêöèþ f (t) :=
tn

tm + 1
ïðèíÿòî íàçûâàòü îïðåäåëÿþùåé ôóíêöèåé,

à óðàâíåíèå (23) � îïðåäåëÿþùèì óðàâíåíèåì. Íàïðèìåð, íà ðèñóíêå 1

èçîáðàæåí ãðàôèê îïðåäåëÿþùåé ôóíêöèè f (t) =
t3

t+ 1
.

Ðèñóíîê 1 � Ãðàôèê ôóíêöèè f (t) =
t3

t+ 1

Ñõåìàòè÷íî ãðàôèêè âñåõ îïðåäåëÿþùèõ ôóíêöèé f(t) ïðè ïðîèç-
âîëüíûõ íå÷åòíûõ n èm áóäóò âûãëÿäåòü ïîõîæèìè äðóã íà äðóãà. Àíàëèç
îïðåäåëÿþùåé ôóíêöèè èç ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (23) ïðèâîäèò ê äîêà-
çàòåëüñòâó òåîðåìû 4.1.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè
1. Ðàçðàáîòàí ìåòîä òèïà ìåòîäà Áåðíóëëè � Ýéëåðà � Ëàãðàíæà �

Ýéòêåíà âû÷èñëåíèÿ âñåõ êîðíåé ïðîèçâîëüíîãî ïîëèíîìà P (z) ñ êîì-
ïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè íà áàçå ïîäñ÷åòà ïðåäåëîâ îòíîøåíèé îïðå-
äåëèòåëåé, ïîñòðîåííûõ ïî êîýôôèöèåíòàì ðàçëîæåíèé â ðÿäû Òåéëîðà è

Ëîðàíà ôóíêöèè
P ′(z)

P (z)
.

Ïîëó÷åíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà.
Íà ïðèìåðàõ ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî ïîëó÷åííûé ìåòîä îäèíàêîâî

ýôôåêòèâåí äëÿ ïîèñêà êàê ïðîñòûõ êîðíåé, òàê è êðàòíûõ êîðíåé ëþáîé
ñòåïåíè êðàòíîñòè [1�À; 2�À; 7�À; 13�À; 14�À].

2. Äëÿ ðåçóëüòàíòà R(f, g)(a, b) ïàðû ïîëèíîìîâ f è g, îáëàäàþùèõ
îáùèìè êîðíÿìè, ïîñòðîåíî òåéëîðîâñêîå ðàçëîæåíèå ïî ïåðåìåííûì a

(êîýôôèöèåíòàì f) è ïî ïåðåìåííûì b (êîýôôèöèåíòàì g) [3�À; 6�À].
3. Íà áàçå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ðåçóëüòàíòîâ ïîëó÷åíû ñåðèè íîâûõ

ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ îáùèõ êðàòíûõ êîðíåé ïàð ïîëèíîìîâ. Â êà÷åñòâå èõ
ïðèëîæåíèé ïîëó÷åíû ñåðèè íîâûõ ôîðìóë äëÿ êðàòíûõ êîðíåé ìíîãî-
÷ëåíà [3�À; 5�À; 6�À; 8�À�12�À].

4. Ðàçðàáîòàí ïðîñòîé è åäèíîîáðàçíûé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé óñòà-
íàâëèâàòü ÷èñëî è ëîêàëèçàöèþ äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé òðåõ÷ëåííûõ
(òðèíîìèàëüíûõ) àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðîèçâîëüíûõ ñòåïåíåé ñ äåé-
ñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ìåòîä îñíîâàí íà òîì ôàêòå, ÷òî ïðè
ïîìîùè îïðåäåëåííûõ ïîäñòàíîâîê òðåõ÷ëåííîå óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê
îïðåäåëÿþùåìó óðàâíåíèþ ñ îäíèì ïàðàìåòðîì, ïðåäñòàâèìûì â âèäå ÿâ-
íîé ôóíêöèè îò êîýôôèöèåíòîâ ïåðâîíà÷àëüíîãî óðàâíåíèÿ, è ñâîéñòâà
ðåøåíèé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ çàâèñÿò òîëüêî îò çíà÷åíèé ýòîãî ïàðà-
ìåòðà.

Êëàññèôèêàöèÿ òðèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé ñòðîèòñÿ ïî ïîâåäåíèþ
îïðåäåëÿþùåé ôóíêöèè è íàñ÷èòûâàåò ÷åòûðå òèïà óðàâíåíèé â çàâè-
ñèìîñòè îò âõîäÿùèõ ñòåïåíåé ïåðåìåííîé: íå÷åòíî-íå÷åòíûå óðàâíåíèÿ,
÷åòíî-íå÷åòíûå, íå÷åòíî-÷åòíûå è ÷åòíî-÷åòíûå. Íà ýòîé îñíîâå ïðîâåäåí
ïîëíûé àíàëèç òàêèõ óðàâíåíèé â äàííîì íàïðàâëåíèè [4�À].
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Ðåêîìåíäàöèè ïî ïðàêòè÷åñêîìó èñïîëüçîâàíèþ ðåçóëüòà-
òîâ

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé è ïðèêëàäíîé õàðàê-
òåð. Îíè ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ïðè êîìïüþòåðíîì âû÷èñëåíèè êîðíåé ìíî-
ãî÷ëåíîâ (ãëàâà 2, ãëàâà 4), òåîðèè ðàöèîíàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé, à òàêæå
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè äàëüíåéøåì ðàçâèòèè àíàëèòè÷åñêîé òåî-
ðèè ðåçóëüòàíòîâ è äèñêðèìèíàíòîâ, è â ó÷åáíîì ïðîöåññå ïðè ÷òåíèè
ñïåöêóðñîâ ïî ñîâðåìåííîìó àíàëèçó.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ïðè îðãàíèçàöèè ó÷åáíîãî
ïðîöåññà â ó÷ðåæäåíèè îáðàçîâàíèÿ ¾Âèòåáñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåð-
ñèòåò èìåíè Ï.Ì. Ìàøåðîâà¿ (àêòû âíåäðåíèÿ îò: 30.01.2025 (2 àêòà),
28.11.2025).
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ÐÅÇÞÌÅ
×åðíÿâñêèé Ìèõàèë Ìèõàéëîâè÷

Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ïðèáëèæåííîãî è ÿâíîãî âû÷èñëåíèÿ
êîðíåé ïîëèíîìîâ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîðíè ïîëèíîìà, ðÿä Òåéëîðà, ðÿä Ëîðàíà, îïðåäåëè-
òåëè Àäàìàðà, äèôôåðåíöèðîâàíèå ðåçóëüòàíòîâ, îïðåäåëÿþùèå óðàâíå-
íèÿ

Öåëü èññëåäîâàíèÿ: ðàçðàáîòêà ÿâíûõ è ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ
âû÷èñëåíèÿ è àíàëèçà êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ: ìåòîäû äåéñòâèòåëüíîãî è êîìïëåêñíîãî
àíàëèçà, â òîì ÷èñëå ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Òåéëîðà è Ëîðàíà, àíàëèç ôóíê-
öèé ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíûõ, ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû è äðóãèå ìåòîäû ìà-
òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è èõ íîâèçíà. Ðàçðàáîòàí íîâûé ìå-
òîä òèïà ìåòîäà Áåðíóëëè � Ýéëåðà � Ëàãðàíæà � Ýéòêåíà âû÷èñëåíèÿ
âñåõ êîðíåé ïðîèçâîëüíîãî ïîëèíîìà P (z) ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè íà áàçå ïîäñ÷åòà ïðåäåëîâ îòíîøåíèé îïðåäåëèòåëåé, ïîñòðîåííûõ ïî

êîýôôèöèåíòàì ðàçëîæåíèé â ðÿäû Òåéëîðà è Ëîðàíà ôóíêöèè
P ′(z)

P (z)
.

Äëÿ ðåçóëüòàíòà R(f, g) ïàðû ïîëèíîìîâ f è g, îáëàäàþùèõ îáùèìè
êîðíÿìè, ïîñòðîåíî òåéëîðîâñêîå ðàçëîæåíèå ïî êîýôôèöèåíòàì ïîëèíî-
ìà f è êîýôôèöèåíòàì ïîëèíîìà g. Íà ýòîé áàçå ïîëó÷åíû ñåðèè íîâûõ
ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ îáùèõ êðàòíûõ êîðíåé ïàð ïîëèíîìîâ è ñåðèè íîâûõ
ôîðìóë äëÿ êðàòíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ.

Ïðîâåäåí ïîëíûé àíàëèç âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ïðîèçâîëüíûõ
òðèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè: ÿâíî îïè-
ñàíû ëîêàëèçàöèÿ è êðàòíîñòè òàêèõ êîðíåé.

Ðåêîìåíäàöèè ïî èñïîëüçîâàíèþ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íî-
ñÿò òåîðåòè÷åñêèé è ïðèêëàäíîé õàðàêòåð. Îíè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
ïðè äàëüíåéøåì ðàçâèòèè àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ðåçóëüòàíòîâ è äèñêðè-
ìèíàíòîâ, à òàêæå â ó÷åáíîì ïðîöåññå ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ ïî ñîâðå-
ìåííîìó àíàëèçó.

Îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ. Êîìïüþòåðíîå âû÷èñëåíèå êîðíåé ìíîãî-
÷ëåíîâ, òåîðèÿ ðàöèîíàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé, ïîäãîòîâêà ñïåöèàëèñòîâ â
îáëàñòè ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè.
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ÐÝÇÞÌÝ
×àðíÿ²ñêi Ìiõàië Ìiõàéëàâi÷

Àíàëiòû÷íûÿ ìåòàäû ïðûáëiæàíàãà i ÿ²íàãà
âûëi÷ýííÿ êàðàí¼² ïàëiíîìà²

Êëþ÷àâûÿ ñëîâû: êàðàíi ïàëiíîìà, ðàä Òýéëàðà, ðàä Ëàðàíà, âûçíà-
÷àëüíiêi Àäàìàðà, äûôåðýíöûðàâàííå ðýçóëüòàíòà², âûçíà÷àëüíûÿ ²ðà²-
íåííi

Ìýòà äàñëåäàâàííÿ: ðàñïðàöî²êà ÿ²íûõ i ïðûáëiæàíûõ ìåòàäà²
âûëi÷ýííÿ i àíàëiçó êàðàí¼² ìíàãà÷ëåíà².

Ìåòàäû äàñëåäàâàííÿ: ìåòàäû ðý÷àiñíàãà i êàìïëåêñíàãà àíàëiçó,
ó òûì ëiêó ðàñêëàäàííå ² ðàäû Òýéëàðà i Ëàðàíà, àíàëiç ôóíêöûé ç äà-
ïàìîãàé âûòâîðíûõ, ëiìiòàâûÿ ïåðàõîäû i iíøûÿ ìåòàäû ìàòýìàòû÷íàãà
àíàëiçó.

Àòðûìàíûÿ âûíiêi i iõ íàâiçíà. Ðàñïðàöàâàíû íîâû ìåòàä òûïó
ìåòàäó Áåðíóëi � Ýéëåðà � Ëàãðàíæà � Ýéòêåíà âûëi÷ýííÿ ²ñiõ êàðàí¼²
àäâîëüíàãà ìíîãà÷ëåíà P (z) ç êàìïëåêñíûìi êàýôiöûåíòàìi íà àñíîâå ïàä-
ëiêó ëiìiòà² àäíîñií âûçíà÷àëüíiêà², ñêëàäçåíûõ ç êàýôiöûåíòà² ðàñêëà-

äàííÿ² ó ðàäû Òýéëàðà i Ëàðàíà ôóíêöûi
P ′(z)

P (z)
.

Äëÿ ðýçóëüòàíòà R(f, g) ïàðû ïàëiíîìà² f i g, ÿêiÿ ìàþöü àãóëüíûÿ
êàðàíi, ïàáóäàâàíà òýéëàðà²ñêàå ðàñêëàäàííå ïà êàýôiöûåíòàõ ìíîãà÷ëåíà
f i êàýôiöûåíòàõ ìíîãà÷ëåíà g. Íà ãýòàé àñíîâå àòðûìàíû ñåðûi íîâûõ
ÿ²íûõ ôîðìóë äëÿ àãóëüíûõ êðàòíûõ êàðàí¼² ïàð ìíàãà÷ëåíà² i ñåðûi
íîâûõ ôîðìóë äëÿ êðàòíûõ êàðàí¼² ìíàãà÷ëåíà².

Ïðàâåäçåíû ïî²íû àíàëiç óñiõ ðý÷àiñíûõ êàðàí¼² àäâîëüíûõ òðûíà-
ìiÿëüíûõ óðà²íåííÿ² ç ðý÷àiñíûìi êàýôiöûåíòàìi: ÿ²íà àïiñàíû ëàêàëiçà-
öûÿ i êðàòíàñöi òàêiõ êàðàí¼².

Ðýêàìåíäàöûi ïà âûêàðûñòàííi. Âûíiêi äûñåðòàöûi íîñÿöü òýàð-
ýòû÷íû i ïðûêëàäíû õàðàêòàð. ßíû ìîãóöü áûöü âûêàðûñòàíû ïðû äà-
ëåéøûì ðàçâiööi àíàëiòû÷íàé òýîðûi ðýçóëüòàíòà² i äûñêðûìiíàíòà², i ²
íàâó÷àëüíûì ïðàöýñå ïðû ÷ûòàííi ñïåöêóðñà² ïà ñó÷àñíûì àíàëiçå.

Âîáëàñöi ïðûìÿíåííÿ. Êàìï'þòàðíàå âûëi÷ýííå êàðàí¼² ìíà-
ãà÷ëåíà², òýîðûÿ ðàöûÿíàëüíûõ àïðàêñiìàöûé, ïàäðûõòî²êà ñïåöûÿëiñòà²
ó âîáëàñöi ôóíäàìåíòàëüíàé i ïðûêëàäíîé ìàòýìàòûêi.
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