
ÎÒÇÛÂ

îôèöèàëüíîãî îïïîíåíòà

íà äèññåðòàöèþ Ïîöåéêî Ïàâëà Ãåííàäüåâè÷à ¾Ðàöèîíàëüíûå èíòåãðàëü-
íûå îïåðàòîðû íà îòðåçêå è ìåòîäû ñóììèðîâàíèÿ¿, ïðåäñòàâëåííóþ íà
ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïî ñïåöè-
àëüíîñòè 01.01.01 � âåùåñòâåííûé, êîìïëåêñíûé è ôóíêöèîíàëüíûé àíà-
ëèç

Ñîîòâåòñòâèå äèññåðòàöèè ñïåöèàëüíîñòè è îòðàñëè íàóêè, ïî êîòîðûì

îíà ïðåäñòàâëåíà ê çàùèòå

Çàäà÷è, èññëåäóåìûå â äèññåðòàöèè Ï.Ã.Ïîöåéêî, îòíîñÿòñÿ ê òåîðèè ïðèáëèæå-
íèÿ ôóíêöèé. Ïî ïîñòàíîâêàì ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ è ìåòîäàì èõ èññëåäîâàíèÿ
äèññåðòàöèÿ îòíîñèòñÿ ê äåéñòâèòåëüíîìó è êîìïëåêñíîìó àíàëèçó, ïîëíîñòüþ ñîîò-
âåòñòâóåò ñïåöèàëüíîñòè 01.01.01 � âåùåñòâåííûé, êîìïëåêñíûé è ôóíêöèîíàëüíûé
àíàëèç, à òàêæå îòðàñëè ¾ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè¿, ïî êîòîðûì îíà ïðåäñòàâ-
ëåíà ê çàùèòå.

Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè

Ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç ñ ñàìîãî ñâîåãî çàðîæäåíèÿ ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ çà-
äà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè çàñòàâëÿë ìàòåìàòèêîâ ïåðåîñìûñëèâàòü è ðàçâèâàòü
áàçîâûå ïîíÿòèÿ, íà ÿçûêå êîòîðûõ ìàòåìàòèêè âåäóò ñâîè èññëåäîâàíèÿ. Òàê èìåí-
íî, ïðè ðåøåíèè âîïðîñîâ, âîçíèêøèõ â ãàðìîíè÷åñêîì àíàëèçå, ïðèíÿëè ñîâðåìåí-
íûé âèä ïîíÿòèÿ ìíîæåñòâà (Ã.Êàíòîð) è ôóíêöèè (Í.È.Ëîáà÷åâñêèé, Ë.Äèðèõëå,
Ð.Äåäåêèíä) � îäíè èç ñàìûõ âàæíûõ îáúåêòîâ ìàòåìàòèêè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç ÿâëÿëñÿ èñòî÷íèêîì ìíîãèõ íîâûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ èäåé, ïîðîäèâ, â ÷àñòíîñòè, òåîðèþ ðÿäîâ âîîáùå è ðÿäîâ Ôóðüå
(ãàðìîíè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé), â ÷àñòíîñòè. Ðàñõîäèìîñòü ðÿäîâ Ôóðüå íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé (Ý.Äþáóà-Ðåéìîí), à òàêæå ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ñðåäíèõ àðèôìåòè-
÷åñêèõ ÷àñòíûõ ñóìì Ôóðüå (Ë.Ôåéåð) ÿâèëèñü ìîùíûì òîë÷êîì ê èññëåäîâàíèþ
ñîâåðøåííî íîâûõ çàäà÷ â òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ. Ïîÿâèëîñü ìíîãî ìåòîäîâ ñóììè-
ðîâàíèÿ (â ÷àñòíîñòè áûëà ñîçäàíà îáùàÿ òåîðèÿ ñóììèðîâàíèÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ),
êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü â ãàðìîíè÷åñêîì àíàëèçå. Ýòè ìåòîäû ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ
Ôóðüå èíòåíñèâíî èçó÷àëèñü ñ ðàçëè÷íûõ òî÷åê çðåíèÿ.

Îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì, ñîñòîÿùèõ èç ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, ïîñòðîåíî ñîâñåì
íåìíîãî � íàèáîëåå èçâåñòíû äâå: ñèñòåìà Òàêåíàêè�Ìàëüìêâèñòà äëÿ åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è ñèñòåìà Äæðáàøÿíà�Êèòáàëÿíà äëÿ ñëó÷àÿ
îòðåçêà [−1, 1]. Ïîñëåäíÿÿ, îáîáùàþùàÿ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó ïîëèíîìîâ ×åáû-
øåâà ïåðâîãî ðîäà, áûëà, êñòàòè, ñïóñòÿ 30 ëåò ïåðåîòêðûòà äðóãèìè ìàòåìàòèêàìè.

Ñèñòåìà Äæðáàøÿíà�Êèòáàëÿíà ïðèìåíÿëàñü â çàäà÷àõ ðàöèîíàëüíîé àïïðîê-
ñèìàöèè ôóíêöèé, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ Å.À.Ðîâáû è åãî ó÷åíèêîâ.

Îñíîâíàÿ èäåÿ äèññåðòàöèè Ï.Ã.Ïîöåéêî ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Îïåðàòîðû ÷àñò-
íûõ ñóìì Ôóðüå snf ïî ñèñòåìå Äæðáàøÿíà�Êèòáàëÿíà ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè
ôóíêöèÿìè ñ ïðåäïèñàííûìè n ïîëþñàìè, êîòîðûå çàäàþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ýòîé
ñèñòåìû. Ï.Ã.Ïîöåéêî îòêàçûâàåòñÿ îò æåñòêîé ôèêñàöèè ýòèõ ïîëþñîâ è äåëàåò
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èõ ïàðàìåòðàìè îïåðàòîðà snf , ìåíÿÿ ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ íà êàæäîì øàãå àï-
ïðîêñèìàöèè. Ñïîñîá âûáîðà ýòîãî ìíîæåñòâà çàâèñèò, êîíå÷íî, îò ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè. Òåì ñàìûì, êàæåòñÿ, òåðÿåòñÿ ñâÿçü ìåòîäà
ïðèáëèæåíèÿ ñ ãàðìîíè÷åñêèì àíàëèçîì. Íà ñàìîì äåëå, íà êàæäîì øàãå ïðîèñõî-
äèò ïåðåñòðîåíèå îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû. Òî÷íåå, âûáîð ìíîæåñòâà ïîëþñîâ,
ìåíÿåò íå ñàìó ñèñòåìó, à ìíîæåñòâî ïîëþñîâ, êîòîðûå åå îïðåäåëÿþò.

Äëÿ ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ, êàê è äëÿ êëàññè÷åñêèõ ñóìì
Ôóðüå, ìîæíî îðãàíèçîâàòü ðàçëè÷íûå ñðåäíèå è èññëåäîâàòü èõ àïïðîêñèìàöèîí-
íûå ñâîéñòâà ñ ïîçèöèé îáùåé òåîðèè ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ìåòîäîâ ñóììèðîâàíèÿ (Ôåéåðà, Âàëëå�Ïóññåíà, Ðèññà è
Çèãìóíäà�Ðèññà, Àáåëÿ�Ïóàññîíà) â äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è, òðà-
äèöèîííûå äëÿ òåîðèè ïðèáëèæåíèé â öåëîì è äëÿ ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè. Â
äàííîì ñëó÷àå ýòè çàäà÷è òàêîâû: ïîëó÷èòü èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ïðè-
áëèæàþùèõ îïåðàòîðîâ è óêëîíåíèé è èõ îò ïðèáëèæàåìûõ ôóíêöèé, ïîëó÷èòü
îöåíêè äëÿ ýòèõ óêëîíåíèé, ïîïûòàòüñÿ âûáðàòü ïàðàìåòðû çàäà÷è (ïîëþñû) îïòè-
ìàëüíûì îáðàçîì, èçó÷èòü àñèìïòîòèêè ïðèáëèæåíèÿ êîíêðåòíûõ ôóíêöèé è ñðàâ-
íèòü èõ ñ ïîëèíîìèàëüíûì ñëó÷àåì (òî åñòü, âûÿñíèòü, äàþò ëè ëèíåéíûå ðàöèî-
íàëüíûå ìåòîäû ëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîñòåéøèì � ïîëèíîìèàëü-
íûì).

Âñå ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî òåìà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû Ï.Ã.Ïîöåéêî
ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíî àêòóàëüíîé.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè è ñòåïåíü íîâèçíû ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

Â ïåðâîé ãëàâå äàåòñÿ ñîäåðæàòåëüíîå èçëîæåíèå èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ, îòíî-
ñÿùèõñÿ ê òåìà äèññåðòàöèè.

Îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûå îïåðà-
òîðû Ôóðüå�×åáûøåâà, îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü n ∈ N è An =
{a1, . . . , an} � íàáîð ÷èñåë, ãäå ak ëèáî äåéñòâèòåëüíû è |ak| < 1, ëèáî ak ∈ C è òîãäà
â íàáîð An äîëæíî âõîäèòü è ak (ìíîæåñòâî An íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ïàðàìåòðîâ
îïåðàòîðà Ôóðüå�×åáûøåâà

snf(x) =
1

2π

π∫
−π

f(cos v)

sin

(
v − u

2
+ λn(u, v)

)
sin

v − u

2

dv, x = cosu, (1)

ãäå

λn(u, v) =

v∫
u

n∑
k=1

1− |zk|2

1 + 2|zk| cos(y − argzk) + |zk|2
dy, zk =

ak

1 +
√
1− a2k

.

Òàêèå îïåðàòîðû âîçíèêàþò êàê ÷àñòíûå ñóììû Ôóðüå ïî îðòîíîðìèðîâàííîé (íà
[−1, 1] ñ âåñîì (1−x2)−1/2) ñèñòåìå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé Äæðáàøÿíà�Êèòáàëÿíà.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî snf ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé âèäà

pn(x)
n∏

k=1

(1 + akx)
−1,

ãäå pn � àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïåíè n.
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Â ãëàâå 2 èçó÷àþòñÿ ðàöèîíàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé Ìàðêîâà

µ̂(x) =

∫
suppµ

dµ(t)

t− x

îò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ìåðû µ, ñîñðåäîòî÷åííîé íà îòðåçêå suppµ = [1, a], a > 1.
Â �2.1 ñíà÷àëà äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà 2.1, äàþùàÿ ÿâíûå ïîòî÷å÷íûå âûðàæåíèÿ

äëÿ óêëîíåíèé µ̂(x)−snµ̂(x) è îöåíêè äëÿ ðàâíîìåðíûõ íîðì óêëîíåíèé µ̂−snµ̂. Äà-
ëåå òåîðåìà 2.1 èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îöåíîê ∥µ̂− snµ̂∥C ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëî-
æåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ ìåðû µ ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå ïîëþñîâ ïðèáëèæàþ-
ùåãî àïïàðàòà. Â òåîðåìàõ 2.2 è 2.3 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïëîòíîñòü ìåðû µ âåäåò ñåáÿ
êàê (t−1)γ ïðè t → 1+0 è äàíû äâóñòîðîííèå îöåíêè äëÿ ∥µ̂− snµ̂∥C , ïðè ýòîì âåðõ-
íÿÿ îöåíêà íåìíîãî õóæå íàèëó÷øåé ïî ïîðÿäêó (É.-Å.Àíäåðññîí è À.À.Ïåêàðñêèé).
Íàêîíåö, â òåîðåìàõ 2.4 è 2.5 ýòîò æå âîïðîñ èññëåäóåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ÷èñëî
ïîëþñîâ ôèêñèðîâàíî è íàõîäÿòñÿ òî÷íûå àñèìïòîòèêè èçó÷àåìûõ îòêëîíåíèé. Êàê
ñëåäñòâèå èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ïðèâîäÿòñÿ òî÷íûå àñèìïòîòèêè óêëîíåíèé äëÿ íåêî-
òîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Â �2.2 è �2.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé Ìàðêîâà â ñëó÷àå ôèêñè-
ðîâàííîãî ÷èñëà q ïîëþñîâ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ ñðåäíèõ îïåðàòîðîâ snf . Èìåííî
çäåñü èçó÷àåòñÿ ïðèáëèæåíèå ñ ïîìîùüþ ñðåäíèõ òèïà Ôåéåðà

σmq,qf =
1

m+ 1

m∑
k=0

skq,qf, m ∈ N0 := N ∪ {0} (2)

è òèïà Âàëëå�Ïóññåíà

V2mq,qf =
1

m+ 1

2m∑
k=m

skq,qf, m ∈ N0 (3)

ñîîòâåòñòâåííî. Çäåñü skq,q îáîçíà÷àåò îïåðàòîð (1) â ñëó÷àå, êîãäà åãî ìíîæåñòâî
ïîëþñîâ åñòü Akq = {a1, . . . , aq}k.

Â ýòèõ ïàðàãðàôàõ òàêæå âûâîäÿòñÿ èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ èçó÷àåìûõ
óêëîíåíèé, äàþòñÿ îöåíêè äëÿ íèõ, ïðè ïðåæíèõ óñëîâèÿõ íà ìåðó µ íàõîäÿòñÿ èõ
àñèìïòîòèêè, à òàêæå èõ óòî÷íåíèå â ñëó÷àå îïòèìàëüíîãî âûáîðà ïîëþñîâ. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â òåîðåìàõ 2.6�2.9 äëÿ ñðåäíèõ Ôåéåðà è â òåîðåìàõ
2.10�2.13 äëÿ ñðåäíèõ Âàëëå�Ïóññåíà. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ñðàâíè-
âàòü îöåíêè ñ ïîìîùüþ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé è ïîëèíîìèàëüíûìè (ñëó÷àé,
êîãäà âñå ïîëþñû íàõîäÿòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò).

Â ãëàâå 3 èçó÷àåòñÿ ðàöèîíàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé. Ïîä
ñîïðÿæåííîé ôóíêöèåé äëÿ f ïîíèìàåòñÿ ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë

f̂(x) =

√
1− x2

π

1∫
−1

f(t)

t− x

dt√
1− t2

,

êîòîðûé ìîæíî òðàêòîâàòü, êàê ïîëèíîìèàëüíûé àíàëîã òðèãîíîìåòðè÷åñêè ñîïðÿ-
æåííîé ôóíêöèè � ñâåðòêè ñ ÿäðîì 1/(2 tg t/2)). Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ñîïðÿæåííîé
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ôóíêöèè åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå îïåðàòîðîâ (1):

ŝnf(x) =

√
1− x2

π

1∫
−1

snf(t)

t− x

dt√
1− t2

, (4)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé, óìíîæåííîé íà
√
1− t2. Â òåîðåìå 3.1

óñòàíàâëèâàåòñÿ íåîáõîäèìîå äëÿ ðàáîòû èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ŝnf , ñ ïî-
ìîùüþ êîòîðîãî âûâîäÿòñÿ (òåîðåìà 3.2) ôîðìóëû è îáùèå îöåíêè äëÿ óêëîíåíèé
f̂ − ŝnf .

Äàëåå â �3.1 ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèáëèæåíèÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ (4) ñòåïåííîé
ôóíêöèè fγ(t) = (1 − t)γ, γ > 1/2 íåöåëîå. Òåîðåìà 3.2 äàåò èíòåãðàëüíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå è îöåíêó äëÿ óêëîíåíèé ýòîé ôóíêöèè, à òåîðåìà 3.3 äàåò îöåíêó äëÿ
ðàâíîìåðíîé íîðìû ýòîãî óêëîíåíèÿ. Êðîìå òîãî, â òåîðåìàõ 3.4 è 3.5 èçó÷àåòñÿ
àñèìïòîòèêà ýòèõ íîðì â ñëó÷àå ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ïîëþñîâ, ñðåäè
ïàðàìåòðîâ ìåòîäû ïðèáëèæåíèÿ.

Â �3.2 äëÿ ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû, ïîäîáíûå èçó÷åí-
íûì â �2.2 è �2.3 äëÿ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé Ìàðêîâà â ñëó÷àå ôèêñèðîâàííîãî
÷èñëà q ïîëþñîâ. Ïðè ýòîì äëÿ ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé èñïîëüçóþòñÿ åñòåñòâåííûå
àíàëîãè îïåðàòîðîâ (2) è (3). Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ óêëîíåíèé f̂ − σ̂mq,qf
äàåò òåîðåìà 3.6, òåîðåìà 3.7 êîíêðåòèçèðóåò ýòî äëÿ ôóíêöèè fγ, à òåîðåìà 3.9 äàåò
àñèìïòîòèêó äëÿ åå ðàâíîìåðíûõ óêëîíåíèé â ñëó÷àå îïòèìàëüíîãî âûáîðà ïîëþñîâ.

Â �3.3 àíàëîãè÷íûå çàäà÷è ðàçáèðàþòñÿ äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé
ñðåäíèìè òèïà Âàëëå�Ïóññåíà.

Â ãëàâå 4 èçó÷àþòñÿ ðàöèîíàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ èíòåãðàëîâ Ïóàññîíà

Prφ(x) =

∫ π

−π

φ(cos t)
1− r2

1− 2r cos(t− θ) + r2
dt, x = cos θ, r ∈ [0, 1) (5)

ñ ãðàíè÷íîé ôóíêöèåé φ ∈ C[−1, 1]. Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ
äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, òàê êàê èíòåãðàë Ïóàññîíà (5) ÿâëÿòñÿ ðåøåíèå ïëîñêîé
çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ñ ãðàíè÷íîé ôóíêöèåé φ.

Â �4.1 èíòåãðàë Ïóàññîíà ïðèáëèæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ (1): â òåîðåìå 4.1
äàåòñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ óêëîíåíèé è ðàâíîìåðíûå îöåíêè äëÿ íèõ.
Äàëåå â òåîðåìàõ 4.2� 4.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé φs(x) = |x|s, s > 0 íå
ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì ÷èñëîì. Äëÿ ýòîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïðèâîäÿòñÿ àñèìïòîòèêè äëÿ
íîðì óêëîíåíèé (òåîðåìà 4.2), îòäåëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ôèêñèðîâàííîãî
÷èñëà q ðàçëè÷íûõ ïîëþñîâ (òåîðåìà 4.3 ), äëÿ q = 1 àíàëèçèðóåòñÿ îïòèìàëüíûé
âûáîð ïîëþñà (òåîðåìà 4.4).

Â �4.2 è 4.3 èçó÷àþòñÿ ïðèáëèæåíèÿ èíòåãðàëîâ Ïóàññîíà ñ ïîìîùüþ ñðåäíèõ
Ôåéåðà è Âàëëå�Ïóññåíà ðàöèîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ôóðüå�×åáûøåâà. Çäåñü õàðàê-
òåð ðåøàåìûõ çàäà÷ âïîëíå àíàëîãè÷åí òåì, êîòîðûå ðàññìàòðèâàëèñü â ïðåäûäóùèõ
ãëàâàõ.

Â ãëàâå 5 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèáëèæåíèå ñ ïîìîùüþ ðàöèîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ
Ôóðüå�×åáûøåâà ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè

f̂(x) =

1∫
−1

f(t)

t− x

√
1− t2 dt (6)
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ñ âåñîì ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà.
Â �5.1 ïðèâîäèòñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ óêëîíåíèé èíòåãðàëîâ (6) îò

èõ ðàöèîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ôóðüå�×åáûøåâà (òåîðåìà 5.1). Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñëó÷àé ôóíêöèè |x|s. Çäåñü ïîëþñû äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü îïðåäåëåííûì ñîîòíîøå-
íèÿ, òàê êàê îíè ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè: íåêîòîðîå èõ ÷èñëî ðàíû íóëþ, à îñòàëü-
íûå ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûìè ïàðàìè. Â òåîðåìå 5.2 äàíî èíòåãðàëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå óêëîíåíèé äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ, ïîòî÷å÷íûå è ðàâíîìåðíûå îöåíêè äëÿ
íèõ. Â òåîðåìàõ 5.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ïî-
ëþñîâ, à â òåîðåìàõ 5.4�5.6 � ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ïîëþñîâ. Â
òåîðåìå 5.7 îáñóæäàåòñÿ îïòèìàëüíûé âûáîð ïîëþñîâ.

Â �5.2 ââîäèòñÿ íåñêîëüêî èíîé àïïàðàò ïðèáëèæåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ,
ïîäîáíûé òîìó, êîòîðûé ðàññìàòðèâàëñÿ â ãëàâå 3 � ïðèáëèæåíèå âåäåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ àãðåãàòîâ âèäà

ŝn+1f(x) =

1∫
−1

snf(t)

t− x

√
1− t2 dt.

Òåîðåìà 5.9 äàåò èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ óêëîíåíèé f̂ − ŝn+1f . Äàëåå èçó-
÷àåòñÿ ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè |x|s � òåîðåìà 5.10 è òåîðåìû 5.11 5.12 (â äâóõ ïî-
ñëåäíèõ ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïîëþñîâ ôèêñèðîâàíî), â òåîðåìå 5.13 ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé ïîëþñîâ. Òåîðåìû 5.14�5.16 äàþò îöåíêè äëÿ ïðèáëèæåíèé ïðè
îïòèìàëüíîì âûáîðà ïàðàìåòðîâ (îíè ïîäîáíû ðåçóëüòàòàì èç òåîðåì 5.6 è 5.7) .

Â �5.2 ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëû (6) ïðèáëèæàþòñÿ ¾ñðåäíèìè Àáåëÿ�Ïóàññîíà¿

Pr,qf(x) = (1− r)
∞∑
k=0

rkskq,qf(x),

ãäå skq,qf � îïåðàòîðû (1), îáñëóæèâàþùèå ñëó÷àé ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà q ðàçëè÷-
íûõ ïîëþñîâ (îíè óæå èñïîëüçîâàëèñü â ãëàâå 2). Â êëàññè÷åñêîì ãàðìîíè÷åñêîì
àíàëèçå òàêèå îïåðàòîðû ïîëó÷àþòñÿ èç ñòàíäàðòíûõ ñðåäíèõ Àáåëÿ�Ïóàññîíà (ãàð-
ìîíè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè â åäèíè÷íûé êðóã) ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ
Àáåëÿ, ÷òîáû â ¾íîâûõ¿ ñðåäíèõ âìåñòî ñëàãàåìûõ ðÿäà ó÷àñòâîâàëè åãî ÷àñòè÷-
íûå ñóììû. Â òåîðåìå 5.17 ïðèâåäåíû èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ óêëîíåíèé
f̂−Pr,qf̂ , äàëåå â òåîðåìå 5.18 ïðè ñïåöèàëüíîì ïîäáîðå ìíîæåñòâà ïàðàìåòðîâ ñ ýòîé
òî÷êè çðåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ |x|s è â òåîðåìå 5.19 ïðèâåäåíà àñèìïòîòèêà
åå ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé. Òåîðåìà 5.20 èçó÷àåò ýòè àñèìïòîòèêè ïðè r → 1− 0.

Â çàêëþ÷èòåëüíîé ãëàâå 6 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ
ñðåäíèõ Çèãìóíäà�Ðèññà îïåðàòîðîâ Ôóðüå�×åáûøåâà ñ q ðàçëè÷íûìè ïîëþñàìè

Rmq,qf =
1

(m+ 1)2

m∑
k=

(2k + 1)skq,qf (7)

Â �6.1 ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ Rmq,qf , ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî èçó-
÷àåòñÿ ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè |x|s â ñëó÷àå q ïàð ÷èñòî ìíèìûõ êîìïëåêñíî ñîïðÿ-
æåííûõ ïîëþñîâ. Â òåîðåìàõ 6.2 è 6.3 ñîîòâåòñòâåííî äàþòñÿ îöåíêè è àñèìïòîòèêè
äëÿ óêëîíåíèé fs − R2mq,2qf , â òåîðåìå 6.4 ýòè àñèìïòîòèêè êîíêðåòèçèðóþòñÿ ïðè
ñïåöèàëüíîì âûáîðå ïîëþñîâ.
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Â �6.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ ñðåäíèå (Ðèññà) äëÿ îïåðàòîðîâ (1)

1

(m+ 1)2

m∑
k=0

(2(m− k) + 1)skq,qf,

áëèçêèå ïî âíåøíåìó âèäó ê (7). Îäíàêî ýòè îïåðàòîðû ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ
îò (7), òàê êàê â íèõ ñóììû skq,qf ñ áîëüøèìè k äàþò áîëüøèé âêëàä, ÷åì ýòè æå
ñóììû ñ ìåíüøèìè k. Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà ïîäîáíû òåì, ÷òî ïðèâîäèëèñü â
�6.1, òîëüêî â êà÷åñòâå ìîäåëüíîé ôóíêöèè ñåé÷àñ áåðåòñÿ (1− x)γ.

Îòìåòèì íåñêîëüêî ìîìåíòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðåçóëüòàòàìè äèññåðòàöèè. Â êàæäîì
êîíêðåòíîì ñëó÷àå âûÿñíÿåòñÿ, äàåò ëè óëó÷øåíèå èñïîëüçóåìûå ìåòîäû ðàöèîíàëü-
íîé àïïðîêñèìàöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîëèíîìèàëüíûì ñëó÷àåì. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ
èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ïîëèíîìèàëüíîãî ñëó÷àÿ, ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè ðåçóëü-
òàòîâ äèññåðòàöèè (ñì., íàïðèìåð, ñòð. 108, 117, 124, 133, 193). Ïðè ýòîì âîçìîæíîñòè
ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèÿ, ðàçðàáîòàííûõ â äèññåðòàöèè, çíà÷èòåëüíî øèðå.

Âñå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äèññåðòàíòîì ñàìîñòîÿòåëüíî è ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷, ðàññìîòðåííûõ â äèññåðòàöèè, àâòîðó ïðèøëîñü èñïîëüçîâàòü ìåòî-
äû äåéñòâèòåëüíîãî, êîìïëåêñíîãî è ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà. Áîëüøèíñòâî äîêàçà-
òåëüñòâ ñâÿçàíû ñ ñóùåñòâåííûìè òåõíè÷åñêèìè ñëîæíîñòÿìè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

Äëÿ ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ïîñòðîåíû ëèíåéíûå ìåòîäû ñóììèðîâàíèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàöèîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ôóðüå�×åáûøåâà, ïîëþñû êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè ìåòîäà è ïîäáèðàþòñÿ äëÿ óëó÷øåíèÿ îöåíîê ïðèáëèæåíèÿ.

Äëÿ êëàññîâ ôóíêöèé Ìàðêîâà, ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ ñ âåñàìè ×åáûøåâà ïåð-
âîãî è âòîðîãî ðîäà, èíòåãðàëîâ Ïóàññîíà è ìåòîäîâ ñóììèðîâàíèÿ Ôåéåðà, Âàëëå�
Ïóññåíà, Ðèññà è Çèãìóíäà�Ðèññà, Àáåëÿ�Ïóàññîíà äîêàçàíû

� èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ïðèáëèæàþùèõ îïåðàòîðîâ è èõ óêëîíåíèé
îò ïðèáëèæàåìûõ ôóíêöèé,

� îöåíêè è àñèìïòîòèêè äëÿ ýòèõ óêëîíåíèé ñ óêàçàíèåì îïòèìàëüíûõ ïàðàìåò-
ðîâ (ïîëþñîâ),

� àñèìïòîòèêè ïðèáëèæåíèÿ êîíêðåòíûõ ôóíêöèé è ñðàâíåíèå èõ ñ ïîëèíîìè-
àëüíûì ñëó÷àåì.

Îáîñíîâàííîñòü è äîñòîâåðíîñòü âûâîäîâ è ðåêîìåíäàöèé, ñôîðìóëè-

ðîâàííûõ â äèññåðòàöèè

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ îáîñíîâàííûìè è äîñòîâåðíûìè, ÷òî ïîäòâåð-
æäàåòñÿ èõ ïîëíûìè è ñòðîãèìè äîêàçàòåëüñòâàìè â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè, ïðè-
íÿòûìè â ìàòåìàòèêå.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 35 íàó÷íûõ ðàáîòàõ, â òîì
÷èñëå:

19 íàó÷íûå ñòàòüè â èçäàíèÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ï. 19 Ïîëîæåíèÿ î ïðèñóæäå-
íèè ó÷åíûõ ñòåïåíåé è ïðèñâîåíèè ó÷åíûõ çâàíèé â Ðåñïóáëèêå Áåëàðóñü (22,5 àâò.
ë.), ñðåäè òàêèõ èçäàíèé îòìåòèì æóðíàëû ¾Àëãåáðà è àíàëèç¿, ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé
ñáîðíèê¿, ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè¿, ¾Èçâåñòèÿ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé. Ìà-
òåìàòèêà¿, ¾Ñèáèðñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë¿, ¾Òðóäû Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è
ìåõàíèêè ÓðÎ ÐÀÍ¿, èíäåêñèðóåìûå â áàçàõ Scopus è WebOfScience,
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14 � ñòàòüè â ñáîðíèêàõ ìàòåðèàëîâ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèé (2,99 àâò. ë.),
2 � òåçèñû äîêëàäîâ êîíôåðåíöèé (0,06 àâò. ë.). Îáùèé îáúåì îïóáëèêîâàííûõ

ñòàòåé ñîñòàâëÿåò 25,55 àâò. ë.
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïðîøëè àïðîáàöèþ íà ðÿäå ïðåñòèæíûõ ìåæäóíàðîäíûõ

ìàòåìàòè÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ è íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ.
Äèññåðòàöèÿ õîðîøî îôîðìëåíà â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå LATEX, ïðèíÿòîé â êà÷å-

ñòâå ìèðîâîãî ñòàíäàðòà äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåêñòîâ.

Íàó÷íàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà Ï.Ã.Ïîöåéêî íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëü-
òàòû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ïî ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñè-
ìàöèè, â ó÷åáíîì ïðîöåññå ïðè ÷òåíèè ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ ïî òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ
ôóíêöèé äëÿ îáó÷àþùèõñÿ íà ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòÿõ, îíè òàêæå ìîãóò
íàéòè ïðèìåíåíèå â ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â Áåëîðóññêîì ãîñóäàðñòâåí-
íîì óíèâåðñèòåòå, Ãðîäíåíñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èì. ßíêè Êóïàëû è
Ãîìåëüñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èìåíè Ôðàíöèñêà Ñêîðèíû.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîäòâåðæäàåòñÿ ïðèìåíåíèåì ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâà-
íèé â ó÷åáíîì ïðîöåññå ó÷ðåæäåíèÿ îáðàçîâàíèÿ ¾Ãðîäíåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò èìåíè ßíêè Êóïàëû¿ (àêòû î âíåäðåíèè îò 17.11.2023 � 03-8/064,
26.11.2024 � 03-8/035).

Çàìå÷àíèÿ

Ïî òåêñòó äèññåðòàöèè èìååòñÿ íåñêîëüêî çàìå÷àíèé, â îñíîâíîì, ðåäàêöèîííîãî
õàðàêòåðà.

Èìååòñÿ ðÿä îïå÷àòîê â ôàìèëèÿõ öèòèðóåìûõ ìàòåìàòèêîâ. Êàê ïðèìåðû óêà-
æåì, ÷òî Äþáóà-Ðåéìîí (ñòð. 14) è Âàëëå�Ïóññåí (ñòð. 15) îñòàëèñü áåç èíèöèàëîâ,
Áåðíøòåéí (ñòð. 15) ïîëó÷èë ëèøü îäèí èíèöèàë.

Íà ñòð. 20 íåóäà÷íà ôðàçà ¾Çäåñü ïðè r = 1 ìû èìååì âûïóêëóþ ôóíêöèþ¿ ïîñëå
íåðàâåíñòâà Ïåêàðñêîãî. ×òî îíà îçíà÷àåò?

Â òåîðåìå 2.3 íà ñòð. 36 âìåñòî ¾. . . ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð ïàðàìåòðîâ A∗, ÷òî
äëÿ ëþáîãî n = 0, 1, 2, . . . âûïîëíÿþòñÿ. . . ¿ äîëæíî áûòü ¾. . . äëÿ ëþáîãî n ∈ N
ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð ïàðàìåòðîâ A∗, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ. . . ¿. Ýòî âàæíî, òàê êàê
îïòèìàëüíûé íàáîð A∗ çàâèñèò îò n è n íå ìîæåò áûòü íóëåì.

Íà ñòð. 64 íåÿñíà çàêëþ÷èòåëüíàÿ ôðàçà â çàìå÷àíèè 2.3 ¾íàáîð ïàðàìåòðîâ
îïðåäåëÿåò êîíñòàíòó¿

Íà ñòð. 114, 126, 134 ñîîòíîøåíèå f1(φ, x) = φ(x) ñëåäóåò çàìåíèòü íà ñëåäóþùåå
limr→1−0 fr(φ, x) = φ(x), òàê êàê ôîðìàëüíî f1(φ, x) = 0.

Íà ñòð. 117 íå óêàçàíî, ÷òî òàêîå α (ïî-âèäèìîìó, åäèíñòâåííûé ïîëþñ).
Â èñòî÷íèêå [250] ïîòåðÿí âòîðîé àâòîð.
Íåò ÷åòêèõ ðàçúÿñíåíèé, ïî÷åìó â îäíèõ ñëó÷àÿõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåð |x|s, à

â äðóãèõ � (1 − x)s. Íàïðèìåð, ïî÷åìó-òî ñìåíèëàñü ìîäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðè ïåðå-
õîäå îò ñðåäíèõ Çèãìóíäà�Ðèññà ê ñðåäíèì Ðèññà (îíè ê òîìó æå èìåþò îäíî è òî
îáîçíà÷åíèå) è íåëüçÿ ñðàâíèòü èõ.

Â àâòîðåôåðàòå íà ñòð. 15�16 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû î ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæå-
íèÿõ ôóíêöèé Ìàðêîâà ñ ïîìîùüþ ñðåäíèõ Àáåëÿ�Ïóàññîíà, êîòîðûå îòñóòñòâóþò
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