
Ó÷ðåæäåíèå îáðàçîâàíèÿ
¾Ãðîäíåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè ßíêè Êóïàëû¿

Îáúåêò àâòîðñêîãî ïðàâà
ÓÄÊ 517.5

ÏÎÖÅÉÊÎ
Ïàâåë Ãåííàäüåâè÷

ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ ÍÀ ÎÒÐÅÇÊÅ È
ÌÅÒÎÄÛ ÑÓÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Àâòîðåôåðàò äèññåðòàöèè
íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè

äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè
01.01.01 � âåùåñòâåííûé, êîìïëåêñíûé è ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç

Ãðîäíî, 2025



Работа выполнена в учреждении образования «Гродненский государственный 
университет имени Янки Купалы» 

Научный консультант: Ровба Евгений Алексеевич, 
доктор физико-математических наук, профес-
сор, профессор кафедры фундаментальной и 
прикладной математики учреждения образо-
вания «Гродненский государственный универ-
ситет имени Янки Купалы» 

Официальные оппоненты: Кротов Вениамин Григорьевич, 
доктор физико-математических наук, профес-
сор, профессор кафедры теории функций Бе-
лорусского государственного университета 
Миротин Адольф Рувимович, 
доктор физико-математических наук, профес-
сор, профессор кафедры математического ана-
лиза и дифференциальных уравнений учре-
ждения образования «Гомельский государ-
ственный университет имени Франциска Ско-
рины» 
Солодов Алексей Петрович, 
доктор физико-математических наук, доцент, 
профессор кафедры математического анализа 
федерального государственного бюджетного 
образовательного учреждения высшего обра-
зования «Московский государственный уни-
верситет имени М. В. Ломоносова» 

Оппонирующая организация: Государственное научное учреждение 
«Институт математики Национальной 
академии наук Беларуси» 

Защита состоится 06.02.2026 в 12.00 на заседании совета по защите дис-
сертаций Д 02.14.01 при учреждении образования «Гродненский государствен-
ный университет имени Янки Купалы» по адресу: 230023, г. Гродно, ул. Ожеш-
ко 22, ауд. 225, email: Evgenidze_it@grsu.by; тел.: (+375 152) 73 19 26. 

С диссертацией можно ознакомиться в библиотеке учреждения образова-
ния «Гродненский государственный университет имени Янки Купалы». 

Автореферат разослан 24.12.2025. 

Ученый секретарь совета 
по защите диссертаций Э.В. Мусафиров 

mailto:Evgenidze_it@grsu.by


ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Òåîðèÿ àïïðîêñèìàöèè, êàê îäíà èç âàæíåéøèõ âåòâåé ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà, íàøëà øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè è åå
ïðèëîæåíèÿõ. Çàìåíà îäíèõ îáúåêòîâ ïîñðåäñòâîì äðóãèõ, â êàêèõ-òî ñìûñëàõ
áîëåå ïðîñòûõ è óäîáíûõ, ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ìåòîäîì ïðè ðåøåíèè
ìíîæåñòâà ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Â êëàññè÷åñêîé êîíñòðóêòèâíîé òåîðèè ôóíê�
öèé àïïðîêñèìàíòàìè ÷àùå âñåãî ñëóæàò òðèãîíîìåòðè÷åñêèå èëè àëãåáðàè÷å�
ñêèå ïîëèíîìû, à òàêæå ðàöèîíàëüíûå äðîáè.

Â ñåðåäèíå XIX âåêà âûäàþùèìñÿ ðóññêèì ìàòåìàòèêîì Ï.Ë.×åáûø¼�
âûì áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, ÿâëÿþùèåñÿ ôóíäàìåíòîì ñîâðåìåííîé òåîðèè
ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé. Èì æå ââåäåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ýòîé òåîðèè, âàæ�
íåéøèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ. Âñåñòî�
ðîííèé àíàëèç ïîçâîëèë Ï. Ë. ×åáûø¼âó ïîëó÷èòü ðÿä ãëóáîêèõ ðåçóëüòàòîâ
(â ÷àñòíîñòè, òåîðåìó îá àëüòåðíàíñå), îòêðûâàþùèõ âàæíåéøèå ñâîéñòâà ìíî�
ãî÷ëåíîâ è ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ, è â íåêîòîðûõ
÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ íàéòè èõ ÿâíûé âèä. Îñíîâîïîëàãàþùèå ðåçóëüòàòû â ðàöèî�
íàëüíîé àïïðîêñèìàöèè òàêæå ïðèíàäëåæàò Ï. Ë. ×åáûø¼âó, êîòîðûé èçó÷àë
íàèëó÷øèå ðàâíîìåðíûå ïðèáëèæåíèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ïîñðåäñòâîì ðà�
öèîíàëüíûõ ôóíêöèé çàäàííîãî ïîðÿäêà è ïîëó÷èë ðÿä âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ â
ýòîì íàïðàâëåíèè. Èññëåäîâàíèÿ Ï. Ë. ×åáûø¼âà áûëè ïðîäîëæåíû â ðàáîòàõ
åãî ó÷åíèêîâ À.À.Ìàðêîâà è Å. È. Çîëîòàð¼âà. Òàê, À.À.Ìàðêîâ îáîáùèë
ðåçóëüòàò Ï. Ë. ×åáûø¼âà, ïîñòðîèâ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ äðîáåé íàèìåíåå
óêëîíÿþùèõñÿ îò íóëÿ â ìåòðèêå C[−1,1]. Å. È. Çîëîòàð¼â ñ ïîìîùüþ òåîðèè
ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ðåøèë èçâåñòíóþ çàäà÷ó î ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìà�
öèè ôóíêöèè signx íà îáúåäèíåíèè äâóõ îòðåçêîâ.

Íîâûé ýòàï èññëåäîâàíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê òåîðèè ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñè�
ìàöèè, íà÷àëñÿ âî âòîðîé ïîëîâèíå 50-õ ãîäîâ XX âåêà ñ ðàáîò À. À. Ãîí÷àðà
è Å. Ï. Äîëæåíêî, ïîñâÿùåííûõ îáðàòíûì òåîðåìàì ðàöèîíàëüíîé àïïðîê�
ñèìàöèè â ïðîñòðàíñòâå C[a,b]. Èõ ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâîâàëè î äîâîëüíî
ñóùåñòâåííûõ ðàçëè÷èÿõ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé â ñðàâíåíèè ñ ïîëèíîìè�
àëüíûìè ïðèáëèæåíèÿìè. Òàê, íàïðèìåð, À. À. Ãîí÷àðîì áûë ñäåëàí âàæíûé
âûâîä î ñóùåñòâîâàíèè ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ Rn(f) → 0 ñêîëü óãîäíî áûñòðî,
òîãäà êàê En(f) → 0 ñêîëü óãîäíî ìåäëåííî. Â äàëüíåéøåì èçó÷åíèåì ñïåöè�
ôèêè îáðàòíûõ òåîðåì ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè çàíèìàëèñü Å. Ï. Äîë�
æåíêî (1977), Â. È. Äàí÷åíêî (1979), Þ. À. Áðóäíûé (1979), Å. À. Ñåâàñòüÿ�
íîâ (1980), Â. Â. Ïåëëåð (1982), Â. Í. Ðóñàê (1985), À. À. Ïåêàðñêèé (1985,
1991), è äð. Îñîáûé èíòåðåñ â òåîðèè àïïðîêñèìàöèè ïðåäñòàâëÿþò ðåçóëüòàòû
î ïîëíîì îáðàùåíèè ïðÿìîé è îáðàòíîé òåîðåì. Ïåðâûé ðåçóëüòàò òàêîãî òèïà
� ýòî òåîðåìà Ñ. Í. Áåðíøòåéíà î êîíñòðóêòèâíîì îïèñàíèè 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ
ôóíêöèé êëàññà Ëèïøèöà lipα, α ∈ (0,1), ñ ïîìîùüþ íàèëó÷øèõ ðàâíîìåð�
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íûõ ïðèáëèæåíèé ïîñðåäñòâîì òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå
âûøå n. Çäåñü íàèáîëåå âàæíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ Â. Â. Ïåëëåðà
(1980,1983,1987), À. À. Ïåêàðñêîãî (1984, 1985, 1987), Ñ. Ñåìåñà (1984).

Îñíîâûâàÿñü íà èçâåñòíîì ðåçóëüòàòå Ä. Íüþìåíà (1964) î ðàöèîíàëüíîé
àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè |x|, íàéäåíû øèðîêèå êëàññû ôóíêöèé, ðàöèîíàëüíàÿ
àïïðîêñèìàöèÿ êîòîðûõ ñóùåñòâåííî ëó÷øå â ñìûñëå ïîðÿäêà, ÷åì ïîëèíî�
ìèàëüíàÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû çäåñü ïîëó÷èëè Ï. Òóðàí, Ï. Ñþñ,
Ã. Ôðîéä, À. À. Ãîí÷àð, À. Ï. Áóëàíîâ, Í. Ñ. Âÿ÷åñëàâîâ, À. À. Ïåêàðñêèé,
È. Øàáàäîñ, Â. À. Ïîïîâ, Ï. Ï. Ïåòðóøåâ, ß.-Ý. Àíäåðññîí, Ã. Ãàíåëèóñ,
Ã. Øòàëü è äð. Êàê ïðàâèëî, ýòè ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ïóòåì ïîñòðîåíèÿ
ïðîìåæóòî÷íîé ôóíêöèè êóñî÷íî-ëèíåéíîé èëè êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé, êîòîðàÿ
çàòåì ïðèáëèæàëàñü ïðè ïîìîùè òåîðåìû Ä. Íüþìåíà. Ïðÿìûå ìåòîäû, ê êî�
òîðûì â òîì ÷èñëå îòíîñÿòñÿ ðÿäû Ôóðüå è îñíîâàííûå íà íèõ ìåòîäû ñóììè�
ðîâàíèÿ, íå èñïîëüçîâàëèñü. Îòñþäà åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò çàäà÷à
ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé, îñíîâàííûõ íà ðÿäàõ Ôóðüå è
ìåòîäàõ èõ ñóììèðîâàíèÿ, êîòîðûå, ñ îäíîé ñòîðîíû, ÿâëÿëèñü áû äîñòàòî÷íî
ïðîñòûìè ïî êîíñòðóêöèè, à ñ äðóãîé � îáåñïå÷èâàëè áû íåîáõîäèìûé ïîðÿäîê
àïïðîêñèìàöèè.

Ñ. Òàêåíàêà (1925) è Ô. Ìàëüìêâèñò (1925) ââåëè îðòîãîíàëüíóþ ñèñòå�
ìó ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, îáîáùàþùóþ îñíîâíóþ
òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ñèñòåìó. Äæ. Ë. Óîëø (1932) ïîëó÷èë âàæíûå ñâîéñòâà
îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ ïî ñèñòåìå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé Òàêåíàêè � Ìàëüì�
êâèñòà ïðè áîëåå îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ïîëþñîâ îðòîãîíàëü�
íîé ñèñòåìû. Ì. Ì. Äæðáàøÿí (1956) íàøåë èíòåãðàë Äèðèõëå è óñòàíî�
âèë àíàëîãè ïðèçíàêîâ Æîðäàíà � Äèðèõëå è Äèíè � Ëèïøèöà ïðè óñëîâèè,
÷òî ïîëþñû ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íå èìåþò ïðåäåëüíûõ òî÷åê íà åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè. Ì. Ì. Äæðáàøÿí è À. À. Êèòáàëÿí (1964) ââåëè ñèñòåìû îð�
òîãîíàëüíûõ ñ âåñîì ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [−1,1], ÿâëÿþùèõñÿ
åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ïîëèíîìîâ ×åáûø¼âà 1-ãî è 2-ãî ðîäà. Â. Í. Ðóñàê
(1964, 1974, 1977), îñíîâûâàÿñü íà ïðåäñòàâëåíèè ÿäðà Äèðèõëå, ââåäåííîì
Ì. Ì. Äæðáàøÿíîì, ïîñòðîèë ðàöèîíàëüíûå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû Ôåéåðà,
Âàëëå Ïóññåíà è Äæåêñîíà íà âåùåñòâåííîé îñè, âîñõîäÿùèå ñâîèìè êîðíÿ�
ìè ê êëàññè÷åñêèì ìåòîäàì ñóììèðîâàíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå,
è ïðèìåíèë èõ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûõ ïðÿìûõ òåîðåì ðàöèîíàëüíîé
àïïðîêñèìàöèè. Èññëåäîâàíèÿ Â. Í. Ðóñàêà áûëè ïðîäîëæåíû â ðàáîòàõ åãî
ó÷åíèêîâ Í. Ê. Àãàôîíîâîé, Â. Í. Ðûáà÷åíêî, Í. Â. Ãðèáà. Å. À. Ðîâáà (1979,
1996, 1998) ââåë íà îòðåçêå [−1, 1] ðàöèîíàëüíûå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû òèïà
Ôóðüå, Ôåéåðà, Âàëëå Ïóññåíà è Äæåêñîíà, ÿâëÿþùèåñÿ åñòåñòâåííûì îáîá�
ùåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ñóìì Ôóðüå, Ôåéåðà, Âàëëå Ïóññåíà è Äæåêñîíà
ïîëèíîìèàëüíûõ ðÿäîâ Ôóðüå � ×åáûø¼âà. Ýòà òåìàòèêà ïîëó÷èëà íåêîòîðîå
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ïðîäîëæåíèå â ðàáîòàõ åãî ó÷åíèêîâ Ê. À. Ñìîòðèöêîãî, Å. Ã. Ìèêóëè÷à. Âìå�
ñòå ñ òåì ââåäåííûå Â. Í. Ðóñàêîì è Å. À. Ðîâáîé ðàöèîíàëüíûå èíòåãðàëüíûå
îïåðàòîðû â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿþòñÿ ìåòîäàìè ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ Ôóðüå.

Àëãåáðàè÷åñêèå äðîáè, ââåäåííûå À. À. Ìàðêîâûì, ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåí�
íûì îáîáùåíèåì ïîëèíîìîâ Ï.Ë. ×åáûø¼âà è îáëàäàþò ðÿäîì çàìå÷àòåëü�
íûõ ñâîéñòâ, ñõîæèõ ñ íèìè. Ïîýòîìó èõ ïðèíÿòî íàçûâàòü äðîáÿìè ×åáûø¼�
âà � Ìàðêîâà. Èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ äðîáåé ×åáûø¼âà � Ìàð�
êîâà â îáùåì ñëó÷àå ñâîéñòâîì îðòîãîíàëüíîñòè íå îáëàäàåò. Âìåñòå ñ òåì
áûëà ïîñòðîåíà îäíà ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ äðîáåé ×åáûø¼âà � Ìàðêîâà, îð�
òîãîíàëüíàÿ íà îòðåçêå [−1, 1] ñ íåñêîëüêî ¾ïîäïðàâëåííûì¿ âåñîì ×åáûø¼âà
ïåðâîãî ðîäà, ââåäåí ñîîòâåòñòâóþùèé ðàöèîíàëüíûé ðÿä Ôóðüå � ×åáûø¼âà
è èçó÷åíû åãî àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà. Ïîëó÷åíû è äðóãèå ðåçóëüòàòû:
ïîñòðîåíû ñóììû Ôåéåðà, Âàëëå Ïóññåíà, Äæåêñîíà ðàöèîíàëüíûõ ðÿäîâ Ôó�
ðüå � ×åáûø¼âà, ââåäåíû ñîïðÿæåííûå ðÿäû Ôóðüå � ×åáûø¼âà è èçó÷åíû
àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà èõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì, à òàêæå ñîïðÿæåííûõ ñóìì
Ôåéåðà è Àáåëÿ � Ïóàññîíà. Â òî æå âðåìÿ ïîñòðîåííàÿ ñèñòåìà ðàöèîíàëü�
íûõ ôóíêöèé ×åáûø¼âà � Ìàðêîâà èìååò ëèøü äâà ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ
ïîëþñà â ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Â 1979 ãîäó Å. À. Ðîâáà ââåë èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð íà îòðåçêå [−1, 1],
àññîöèèðîâàííûé ñ ñèñòåìîé ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ×åáûø¼âà � Ìàðêîâà, êî�
òîðûé ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ÷àñòè÷íûõ ñóìì ïîëèíîìèàëüíîãî
ðÿäà Ôóðüå � ×åáûø¼âà. Îáðàçîì ââåäåííîãî îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëü�
íàÿ ôóíêöèÿ, â ñâÿçè ñ ÷åì îí ïîëó÷èë íàçâàíèå ðàöèîíàëüíîãî èíòåãðàëüíîãî
îïåðàòîðà Ôóðüå � ×åáûø¼âà. Ïîñòðîåííûé ìåòîä ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìà�
öèè íå íàøåë øèðîêîãî ïðèìåíåíèÿ ïðè ðåøåíèè àïïðîêñèìàöèîííûõ çàäà÷.
Åãî ñâîéñòâà íå áûëè èçó÷åíû â äîëæíîé ìåðå. Ïîñêîëüêó èçâåñòíûå êëàññè�
÷åñêèå ìåòîäû ñóììèðîâàíèÿ Ôåéåðà, Âàëëå Ïóññåíà, Àáåëÿ � Ïóàññîíà ìî�
ãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà Ôóðüå ñ
îïðåäåëåííîé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ, òî âîçíèêàåò çàäà÷à ïî�
ñòðîåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ôåéåðà, Âàëëå Ïóññåíà, Àáå�
ëÿ � Ïóàññîíà, Ðèññà êàê ìåòîäîâ ñóììèðîâàíèÿ ðàöèîíàëüíîãî èíòåãðàëüíîãî
îïåðàòîðà Ôóðüå � ×åáûø¼âà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè òðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè
êîýôôèöèåíòîâ è èññëåäîâàíèÿ àïïðîêñèìàöèîííûõ ñâîéñòâ ðàöèîíàëüíîãî èí�
òåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Ôóðüå � ×åáûø¼âà è ââåäåííûõ îïåðàòîðîâ íà êëàññàõ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [−1, 1].

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ ìåòîäîâ ðàöèîíàëüíîé àï�
ïðîêñèìàöèè, â îñíîâå êîòîðûõ ëåæèò ðàöèîíàëüíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð
Ôóðüå � ×åáûø¼âà è, â ÷àñòíîñòè, ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäîâ Ôóðüå ïî ñèñòå�
ìå ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûø¼âà ïåðâîãî ðîäà. Â íåé ðåøàþòñÿ çàäà÷è ïîëó÷åíèÿ
îöåíîê ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ðàöèîíàëüíûì èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì
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Ôóðüå � ×åáûø¼âà, åãî ñóììàìè Ôåéåðà, Âàëëå Ïóññåíà, Àáåëÿ � Ïóàññîíà,
Ðèññà, Çàãìóíäà � Ðèññà íà êëàññàõ ôóíêöèé Ìàðêîâà, êëàññàõ ñîïðÿæåííûõ
ôóíêöèé íà îòðåçêå, êëàññàõ èíòåãðàëîâ Ïóàññîíà, êëàññàõ ñèíãóëÿðíûõ èí�
òåãðàëîâ ñ ÿäðîì òèïà Êîøè è âåñîì ×åáûø¼âà âòîðîãî ðîäà è ôóíêöèé ñî
ñòåïåííîé îñîáåííîñòüþ.

ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Ñâÿçü ðàáîòû ñ íàó÷íûìè ïðîãðàììàìè (ïðîåêòàìè), òåìàìè
Èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü íà êàôåäðå ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðèêëàäíîé

ìàòåìàòèêè ó÷ðåæäåíèÿ îáðàçîâàíèÿ ¾Ãðîäíåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåð�
ñèòåò èìåíè ßíêè Êóïàëû¿. Äèññåðòàöèÿ âûïîëíåíà â ðàìêàõ ñëåäóþùèõ íà�
ó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîò:

ÍÈÐ 1.4.02, ¾Ðàöèîíàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèé è åå ïðèìåíåíèå â
÷èñëåííîì àíàëèçå ìîäåëåé¿, � ÃÐ 20162269 ïîäïðîãðàììû ¾Ìåòîäû ìàòåìà�
òè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì¿ ãîñóäàðñòâåííîé ïðîãðàììû íàó÷�
íûõ èññëåäîâàíèé ¾Êîíâåðãåíöèÿ � 2020¿ íà 2016�2020 ãîäû;

ÍÈÐ 1.3.02, ¾Ìåòîäû ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè êëàññîâ íåïðåðûâ�
íûõ ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ â ÷èñëåííîì àíàëèçå ñëîæíûõ ñèñòåì¿, � ÃÐ
20212046 ïîäïðîãðàììû ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ìåòîäû¿ ãîñóäàðñòâåííîé
ïðîãðàììû íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé ¾Êîíâåðãåíöèÿ � 2025¿ íà 2021�2025 ãîäû.

Öåëü, çàäà÷è, îáúåêò è ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ
Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû � ïîëó÷èòü íîâûå àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîé�

ñòâà ðàöèîíàëüíîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Ôóðüå � ×åáûø¼âà, ðàçðàáîòàòü
íîâûå ìåòîäû ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ïóòåì ïîñòðîåíèÿ åãî ñóìì Ôåéå�
ðà, Âàëëå Ïóññåíà, Àáåëÿ � Ïóàññîíà, Ðèññà, Çèãìóíäà � Ðèññà è èññëåäîâàòü
èõ ïîâåäåíèå íà êëàññàõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå, îòðàæàþùèõ îñî�
áåííîñòè ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè.

Â ðàáîòå ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå çàäà÷è:
1. Ïîñòðîèòü íîâûå ìåòîäû ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè, îñíîâàííûå íà

ñóììèðîâàíèè ðàöèîíàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ôóðüå � ×åáûø¼âà ñ
òðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè êîýôôèöèåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòîäàì ñóììèðî�
âàíèÿ Ôåéåðà, Âàëëå Ïóññåíà, Àáåëÿ � Ïóàññîíà, Ðèññà è Çèãìóíäà � Ðèññà è
èññëåäîâàòü èõ àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà;

2. Ïîñòðîèòü ñîïðÿæåííûé ðàöèîíàëüíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ôó�
ðüå � ×åáûø¼âà, åãî ñóììû Ôåéåðà, Âàëëå Ïóññåíà è Àáåëÿ � Ïóàññîíà,
óñòàíîâèòü èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïðèáëèæåíèé íà êëàññàõ ñîïðÿæåí�
íûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå ââåäåííûìè ìåòîäàìè ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè
è èçó÷èòü ñâîéñòâà ïðèáëèæåíèé â çàâèñèìîñòè îò ïîëþñîâ àïïðîêñèìèðóþ�
ùèõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé;

3. Ïîëó÷èòü îöåíêè ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ðàöèîíàëüíûì èíòåãðàëü�
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íûì îïåðàòîðîì Ôóðüå � ×åáûø¼âà è ââåäåííûìè ìåòîäàìè ðàöèîíàëüíîé àï�
ïðîêñèìàöèè íà êëàññàõ ôóíêöèé Ìàðêîâà, ôóíêöèé, çàäàâàåìûõ èíòåãðàëîì
Ïóàññîíà íà îòðåçêå, ôóíêöèé, çàäàâàåìûõ ñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëîì ñ ÿäðîì
Êîøè è âåñîì ×åáûø¼âà âòîðîãî ðîäà, ôóíêöèé ñî ñòåïåííîé îñîáåííîñòüþ.

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ êëàññû íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îò�
ðåçêå [−1, 1], îòðàæàþùèå îñîáåííîñòè ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè.

Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà ðàöèî�
íàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ôóðüå � ×åáûø¼âà, ñóìì Ôåéåðà, Âàëëå
Ïóññåíà, Àáåëÿ � Ïóàññîíà, Ðèññà íà êëàññàõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà
Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Â ïðîñòðàí�

ñòâå íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå ôóíêöèé èññëåäîâàíû íîâûå àïïðîêñèìàöèîííûå
ñâîéñòâà ðàöèîíàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ôóðüå � ×åáûø¼âà. Ââåäåíû
ñóììû Ôåéåðà, Âàëëå Ïóññåíà, Àáåëÿ � Ïóàññîíà, Çèãìóíäà � Ðèññà, Ðèññà ðà�
öèîíàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ôóðüå � ×åáûø¼âà, îáëàäàþùèå áîëåå
øèðîêèìè ñ òî÷êè çðåíèÿ êîíñòðóêòèâíîé òåîðèè ôóíêöèé àïïðîêñèìàöèîí�
íûìè ñâîéñòâàìè, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññè÷åñêèå ïîëèíîìèàëüíûå ìåòî�
äû ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ Ôóðüå. Ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ äëÿ
êàæäîãî ìåòîäà ñóììèðîâàíèÿ íàéäåíû íîâûå îöåíêè ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé
Ìàðêîâà, ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé, ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ èíòåãðàëàìè Ïóàñ�
ñîíà, ôóíêöèé, çàäàâàåìûõ ñèíãóëÿðíûìè èíòåãðàëàìè ñ ÿäðîì Êîøè è âåñîì
×åáûø¼âà âòîðîãî ðîäà, ôóíêöèé ñî ñòåïåííîé îñîáåííîñòüþ.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó
1. Ñóììû Ôåéåðà, Âàëëå Ïóññåíà, Àáåëÿ � Ïóàññîíà, Ðèññà è Çèãìóí�

äà � Ðèññà ðàöèîíàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ôóðüå � ×åáûø¼âà è èí�
òåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïðèáëèæåíèé ïîñòðîåííûìè ìåòîäàìè íà êëàññàõ
ôóíêöèé Ìàðêîâà, èíòåãðàëîâ Ïóàññîíà íà îòðåçêå, ôóíêöèé, çàäàâàåìûõ ñèí�
ãóëÿðíûì èíòåãðàëîì ñ ÿäðîì Êîøè è âåñîì ×åáûø¼âà âòîðîãî ðîäà, ôóíêöèé
ñî ñòåïåííîé îñîáåííîñòüþ;

2. Ñîïðÿæåííûé ðàöèîíàëüíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ôóðüå � ×åáû�
ø¼âà, åãî ñóììû Ôåéåðà, Âàëëå Ïóññåíà, Àáåëÿ � Ïóàññîíà è èíòåãðàëüíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ ïðèáëèæåíèé ïîñòðîåííûìè ìåòîäàìè íà êëàññàõ ñîïðÿæåííûõ
ôóíêöèé;

3. Îöåíêè ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ðàöèîíàëüíûì èíòåãðàëüíûì îïå�
ðàòîðîì Ôóðüå � ×åáûø¼âà áëèçêèå ê íàèëó÷øèì íà êëàññàõ ôóíêöèé Ìàðêî�
âà, ôóíêöèé, çàäàâàåìûõ ñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëîì ñ ÿäðîì Êîøè è âåñîì ×å�
áûø¼âà âòîðîãî ðîäà, ó êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî ïðîèçâîäíàÿ ìåðû è ïëîòíîñòü
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôóíêöèè ñî ñòåïåííîé îñîáåííîñòüþ, à òàêæå íåïîñðåä�
ñòâåííî ôóíêöèé ñî ñòåïåííîé îñîáåííîñòüþ. Àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ìàæî�
ðàíò ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé óêàçàííûì îïåðàòîðîì, åãî ñóììàìè Ôåéåðà,
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Âàëëå Ïóññåíà, Àáåëÿ � Ïóàññîíà, Ðèññà è Çèãìóíäà � Ðèññà â ñëó÷àå ôèêñè�
ðîâàííîãî êîëè÷åñòâà ïîëþñîâ;

4. Îöåíêè ðàâíîìåðíûõ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ñîïðÿæåííûì ðàöè�
îíàëüíûì èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì Ôóðüå � ×åáûø¼âà áëèçêèå ê íàèëó÷øèì
íà êëàññå ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé ñ ïëîòíîñòüþ, èìåþùåé ñòåïåííóþ îñîáåí�
íîñòü, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ìàæîðàíò ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé
íà ýòîì êëàññå óêàçàííûì îïåðàòîðîì è åãî ñóììàìè Ôåéåðà, Âàëëå Ïóññåíà
è Àáåëÿ � Ïóàññîíà â ñëó÷àå ôèêñèðîâàííîãî êîëè÷åñòâà ïîëþñîâ;

5. Ýôôåêòèâíûå îöåíêè ñâåðõó ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ðàöèîíàëü�
íûì èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì Ôóðüå � ×åáûø¼âà ñ ïîëþñàìè ¾íüþìåíîâñêî�
ãî¿ âèäà íà êëàññàõ ôóíêöèé Ìàðêîâà, ôóíêöèé, çàäàâàåìûõ ñèíãóëÿðíûìè
èíòåãðàëàìè ñ ÿäðîì Êîøè è âåñîì ×åáûø¼âà âòîðîãî ðîäà, ôóíêöèé ñî ñòå�
ïåííîé îñîáåííîñòüþ.

Ëè÷íûé âêëàä ñîèñêàòåëÿ ó÷åíîé ñòåïåíè â ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè
ñ îòãðàíè÷åíèåì èõ îò ñîàâòîðîâ ñîâìåñòíûõ èññëåäîâàíèé è ïóáëèêàöèé

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè è âñå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùè�
òó, ïîëó÷åíû ñîèñêàòåëåì ñàìîñòîÿòåëüíî.

Â ñîâìåñòíûõ ïóáëèêàöèÿõ [2�A�7�A; 9�A�15�A] ïîñòàíîâêà çàäà÷ è
íàó÷íàÿ èäåÿ èññëåäîâàíèÿ, îñíîâàííàÿ íà àïïðîêñèìàöèîííûõ ñâîéñòâàõ ðà�
öèîíàëüíîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Ôóðüå-×åáûø¼âà è ìåòîäàõ ñóììèðîâà�
íèÿ, ïðåäëîæåíû Ï. Ã. Ïîöåéêî. Îöåíêè ïðèáëèæåíèé ïðè ðåøåíèè çàäà÷ àï�
ïðîêñèìàöèè ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ïîëèíîìèàëüíîãî ðÿäà Ôóðüå � ×åáûø¼âà
è ìåòîäàìè åãî ñóììèðîâàíèÿ ïîëó÷åíû äîêòîðîì ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íà�
óê, ïðîôåññîðîì Å. À. Ðîâáîé è íå âõîäÿò â ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó,
è ïåðå÷åíü îñíîâíûõ ïîëó÷åííûõ ñîèñêàòåëåì ðåçóëüòàòîâ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîò [1�A; 18�A] ïðèíàäëåæàò äèññåðòàíòó. Èñ�
ñëåäîâàíèå àïïðîêñèìàöèîííûõ ñâîéñòâ ìåòîäîâ ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìà�
öèè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ââåäåííûì ðàöèîíàëüíûì ìåòîäàì, ïðèíàäëåæèò äîê�
òîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Å. À. Ðîâáå. Òåõíè÷åñêàÿ ðà�
áîòà, ñâÿçàííàÿ ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè âûðàæåíèé, âõîäÿùèõ â äîêàçàòåëüñòâî
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ, âûïîëíåíà êàíäèäàòîì ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, äîöåíòîì Ê. À. Ñìîòðèöêèì.

Â ñîâìåñòíûõ ïóáëèêàöèÿõ, êîòîðûå îòðàæàþò ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèÿõ è
ñåìèíàðàõ, íàó÷íûå ðåçóëüòàòû ïðèíàäëåæàò ñîèñêàòåëþ, ñîàâòîðû îñóùåñòâ�
ëÿëè êîíñóëüòàöèîííóþ ïîìîùü è íåçàâèñèìóþ ïðîâåðêó ïîëó÷åííûõ ðåçóëü�
òàòîâ.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè è èíôîðìàöèÿ îá èñïîëüçîâàíèè åå ðåçóëü�
òàòîâ

Ðåçóëüòàòû, âîøåäøèå â äèññåðòàöèîííóþ ðàáîòó, äîêëàäûâàëèñü è îá�
ñóæäàëèñü íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ: XXVII ìåæ�
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äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ìàòåìàòèêà. Ýêîíîìèêà. Îáðàçîâàíèå¿; XI ìåæ�
äóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå ¾Ðÿäû Ôóðüå è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ (Íîâîðîññèéñê, 27
ìàÿ � 3 èþíÿ 2021 ã.); International Conference ¾Approximation Theory and
Applications¿ dedicated to the 100-th anniversary of S. B. Stechkin (Moscow, 5�11
September 2021); Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾XIII Áåëîðóññêàÿ ìà�
òåìàòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ¿ (Ìèíñê, 22�25 íîÿáðÿ 2021 ã.); XXVIII Ìåæäó�
íàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ìàòåìàòèêà. Ýêîíîìèêà. Îáðàçîâàíèå¿; XI Ìåæäóíà�
ðîäíîì ñèìïîçèóìå ¾Ðÿäû Ôóðüå è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ (Íîâîðîññèéñê, 27 ìàÿ �
3 èþíÿ 2022 ã.); International Conference ¾Complex Analysis and Related Topics¿
(Kazan, June 30 � July 4 2022); Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Âîðîíåæñêàÿ
çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà¿ (Âîðîíåæ, 27 ÿíâàðÿ � 1 ôåâðàëÿ 2023 ã.);
XXIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé ìàòåìà�
òèêè è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ (Ñìîëåíñê, 26�27 ìàÿ 2023 ã.); XXIX Ìåæäóíàðîä�
íîé êîíôåðåíöèè ¾Ìàòåìàòèêà. Ýêîíîìèêà. Îáðàçîâàíèå¿; XI Ìåæäóíàðîäíîì
ñèìïîçèóìå ¾Ðÿäû Ôóðüå è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ (Ðîñòîâ-íà-Äîíó�Òàãàíðîã, 27 ìàÿ
� 3 èþíÿ 2023 ã.); XVI Ìåæäóíàðîäíîé Êàçàíñêîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ¾Òåî�
ðèÿ ôóíêöèé, åå ïðèëîæåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû¿ (Êàçàíü, 22�27 àâãóñòà 2023
ã.); 22-é Ìåæäóíàðîäíîé Ñàðàòîâñêîé çèìíåé øêîëå, ïîñâÿùåííîé 300-ëåòèþ
ÐÀÍ ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ (Ñàðàòîâ, 28
ÿíâàðÿ � 31 ÿíâàðÿ 2024 ã.); Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Ìóõòà�
ðîâñêèå ÷òåíèÿ: àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè, ìåòîäèêè åå ïðåïîäàâàíèÿ
è ñìåæíûå âîïðîñû¿ (Ìàõà÷êàëà, 23�24 àïðåëÿ 2024 ã.); XXX Ìåæäóíàðîä�
íîé êîíôåðåíöèè ¾Ìàòåìàòèêà. Ýêîíîìèêà. Îáðàçîâàíèå¿; XIV Ìåæäóíàðîä�
íîì ñèìïîçèóìå ¾Ðÿäû Ôóðüå è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ (Ðîñòîâ-íà-Äîíó�Òàãàíðîã,
27 ìàÿ � 3 èþíÿ 2024 ã.); Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Êîìïëåêñíûé àíàëèç
è òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé¿, ïîñâÿùåííîé 90-ëåòíåé ãîäîâùèíå ñî äíÿ ðîæäåíèÿ
ïðîôåññîðà Å. Ï. Äîëæåíêî (Ìîñêâà, 27�28 ñåíòÿáðÿ 2024 ã.); Ìåæäóíàðîäíîé
Âîðîíåæñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå (Âîðîíåæ, 30 ÿíâàðÿ � 4 ôåâðàëÿ
2025 ã.); íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé Áåëîðóññêîãî ãîñóäàð�
ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (ðóêîâîäèòåëü ñåìèíàðà: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷å�
ñêèõ íàóê, ïðîôåññîð Â. Ã. Êðîòîâ) (Ìèíñê, 19 ìàÿ 2025 ã.); Ìåæäóíàðîäíîé
êîíôåðåíöèè ¾Òåîðèÿ ôóíêöèé è åå ïðèëîæåíèÿ¿, ïîñâÿùåííîé 120-ëåòèþ ñî
äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà ÐÀÍ Ñ. Ì. Íèêîëüñêîãî (Ìîñêâà, 1�5 Èþëÿ 2025 ã.);
íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ó÷ðåæäåíèÿ îáðàçîâàíèÿ
¾Ãîìåëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ôðàíöèñêà Ñêîðèíû¿ (ðóêî�
âîäèòåëü ñåìèíàðà: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð À. Ð. Ìè�
ðîòèí) (Ãîìåëü, 15 ñåíòÿáðÿ 2025 ã.); íàó÷íîì ñåìèíàðå ¾Êîíñòðóêòèâíàÿ òåî�
ðèÿ ôóíêöèé¿ Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî îòäåëåíèÿ Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà
èì. Â.À.Ñòåêëîâà ÐÀÍ (ðóêîâîäèòåëü ñåìèíàðà: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, ïðîôåññîð Ì. À. Ñêîïèíà) (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 13 îêòÿáðÿ 2025 ã.); íàó÷�
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íîì ñåìèíàðå Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Áåëàðóñè (ðóêîâîäèòåëü ñåìèíàðà:
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð Ê. Â. Ëûêîâ) (Ìèíñê, 14 íî�
ÿáðÿ 2025 ã.).

Îïóáëèêîâàííîñòü ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â 35 íàó÷�

íûõ ðàáîòàõ, èç íèõ 19 � ñòàòüè â íàó÷íûõ èçäàíèÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ï. 19
Ïîëîæåíèÿ î ïðèñóæäåíèè ó÷åíûõ ñòåïåíåé è ïðèñâîåíèè ó÷åíûõ çâàíèé â
Ðåñïóáëèêå Áåëàðóñü (22,5 àâò. ë.), 14 � ñòàòüè â ñáîðíèêàõ ìàòåðèàëîâ íàó÷�
íûõ êîíôåðåíöèé (2,99 àâò. ë.) è 2 � òåçèñû äîêëàäîâ êîíôåðåíöèé (0,06 àâò.
ë.). Îáùèé îáúåì îïóáëèêîâàííûõ ñòàòåé ñîñòàâëÿåò 25,55 àâò. ë.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè
Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ïåðå÷íÿ ñîêðàùåíèé è îáîçíà÷åíèé,

ââåäåíèÿ, îáùåé õàðàêòåðèñòèêè, øåñòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èñïîëüçîâàí�
íûõ èñòî÷íèêîâ, ñîäåðæàùåãî 288 íàèìåíîâàíèé, èç êîòîðûõ 35 � ñîáñòâåííûå
ïóáëèêàöèè ñîèñêàòåëÿ è ïðèëîæåíèÿ. Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò
229 ñòðàíèö.

ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

Â ïåðâîé ãëàâå ¾Îáçîð ðàáîò ïî òåìå èññëåäîâàíèÿ¿ ââîäÿòñÿ íåîáõî�
äèìûå ïîíÿòèÿ è ïðîâîäèòñÿ îáçîð èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ î ïðèìåíåíèè ðÿäîâ
Ôóðüå è ìåòîäîâ èõ ñóììèðîâàíèÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîê�
ñèìàöèè. Îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ.
Ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î ðàöèîíàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðàõ è
èõ àïïðîêñèìàöèîííûõ ñâîéñòâàõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñè�
ìàöèè. Ïðåäñòàâëÿþòñÿ èçâåñòíûå êëàññû íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îòðàæàþùèõ
îñîáåííîñòè ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè, íà êîòîðûõ ïîëó÷åíû êëàññè÷åñêèå
íàèáîëåå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû.

Ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå ðàöèîíàëüíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ôóðüå �
×åáûø¼âà. Ïóñòü çàäàíî ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ÷èñåë {ak}nk=1 , ñðåäè êîòî�
ðûõ ìîãóò áûòü êîìïëåêñíûå ÷èñëà, íî òîãäà ýòà ñèñòåìà ñîäåðæèò (ñ ó÷åòîì
êðàòíîñòè) è èì ñîïðÿæåííûå ÷èñëà; âåùåñòâåííûå ÷èñëà ak äîëæíû óäîâëå�
òâîðÿòü óñëîâèþ |ak| < 1. Ýòè ïàðàìåòðû âûáèðàþòñÿ çàðàíåå ñïåöèàëüíûì
îáðàçîì ñîîòâåòñòâåííî ðåøàåìîé çàäà÷å. Íà ìíîæåñòâå ñóììèðóåìûõ íà îò�
ðåçêå [−1, 1] ñ âåñîì (1 − x2)−1/2 ôóíêöèé f(x) ðàññìîòðèì ðàöèîíàëüíûé
èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ôóðüå � ×åáûø¼âà:

sn(f, x) =
1

2π

+π∫
−π

f(cos v)

sin

(
v − u

2
+ λn(v, u)

)
sin

v − u

2

dv, x = cosu, (1)
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ãäå

λn(v, u) =

v∫
u

n∑
k=1

1− |zk|2

1 + 2|zk| cos(y − argzk) + |zk|2
dy, zk =

ak

1 +
√
1− a2k

.

Âûáèðàåòñÿ òà âåòâü êîðíÿ, ïðè êîòîðîé |zk| < 1. Îïåðàòîð sn : f → Rn(A), ãäå
A = (a1, . . . ,an), è sn(rn, x) ≡ rn, rn ∈ Rn(A). Åñëè ak = 0, k = 1,2, . . . ,n, òî
âåëè÷èíà sn(f, x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòè÷íóþ ñóììó ïîëèíîìèàëüíîãî ðÿäà
Ôóðüå � ×åáûø¼âà.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

εn(f, Un, A) = ∥f(x)− Un(f, x)∥C[−1,1] , n ∈ N,
εn(f, Un) = inf

A
εn(f, Un, A), A = (a1, a2, . . . ,an).

Òóò εn(f, Un, A) � ðàâíîìåðíûå ðàöèîíàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f(x)
ìåòîäîì Un, εn(f, Un) � íàèëó÷øèå ðàâíîìåðíûå ðàöèîíàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ
ôóíêöèè f(x) ìåòîäîì Un. Åñëè èññëåäóþòñÿ àïïðîêñèìàöèè ðàöèîíàëüíûìè
ôóíêöèÿìè ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà êîëè÷åñòâî ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ ïîëþñîâ,
òî èíäåêñ ìåòîäà ïðèáëèæåíèÿ è âåëè÷èíû ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé áóäóò
ñîäåðæàòü ïàðàìåòð q, íàïðèìåð Un,q.

Âî âòîðîé ãëàâå ¾Àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé Ìàðêîâà¿ ââîäÿòñÿ ñóììû
Ôåéåðà, Âàëëå Ïóññåíà è Àáåëÿ � Ïóàññîíà ðàöèîíàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ îïå�
ðàòîðîâ Ôóðüå � ×åáûø¼âà è èññëåäóþòñÿ àïïðîêñèìàöèè íà êëàññàõ ôóíêöèé
Ìàðêîâà.

Ïóñòü µ ïîëîæèòåëüíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì F =
suppµ ⊂ R. Ïðåîáðàçîâàíèå Êîøè ìåðû µ

µ̂(z) =

∫
F

dµ(t)

t− z
, z ∈ C, (2)

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ìàðêîâà. Ðàöèîíàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèé Ìàðêî�
âà ÿâëÿåòñÿ õîðîøî èçâåñòíîé êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé. Ýòîé òåìàòèêå ïîñâÿòèëè
ñâîè òðóäû À. À. Ãîí÷àð (1978), Äæ. Àíäåðññîí (1994), À. À. Ïåêàðñêèé (1995),
À. À. Ãîí÷àð, Ñ. Ï. Ñóåòèí (2004), Í. Ñ. Âÿ÷åñëàâîâ, Å. Ï. Ìî÷àëèíà (2008),
À. Ï. Ñòàðîâîéòîâ, Þ. À. Ëàáû÷ (2009), Ò. Ñ. Ìàðäâèëêî (2025).

Èçó÷àþòñÿ àïïðîêñèìàöèè â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå ôóíêöèé Ìàðêîâà (2)
íà îòðåçêå [−1, 1] ðàöèîíàëüíûì èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì Ôóðüå � ×åáûø¼âà
(1). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî∫

F

dµ(t)

t− 1
<∞, F = suppµ ⊂ [1,+∞). (3)
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Òåîðåìà 1 [1�A]. Ïóñòü ìåðà µ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3), à ìåðà ν
îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

dν(y) =
4y2

1− y2
dµ(φ(y)), φ(y) =

1

2

(
y +

1

y

)
, y ∈ (0,1].

Òîãäà äëÿ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé Ìàðêîâà íà îòðåçêå [−1, 1] ðàöèîíàëüíûì
èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì Ôóðüå � ×åáûø¼âà èìåþò ìåñòî:

1) èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

εn(µ̂, x, sn, A) =

∫
cosψn(u,y)ωn(y)√
1− 2y cosu+ y2

dν(y), x = cosu,

ãäå

ψn(u, y) = arg((ξ − y)ωn(ξ)), ωn(ξ) =
n∏

k=1

ξ + zk
1 + zkξ

, ξ = eiu;

2) ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà

εn(µ̂, sn, A) ⩽ max
x∈[−1, 1]

∫
supp ν

|ωn(y)|√
1− 2y cosu+ y2

|dν(y)|, x = cosu.

Âàæíîñòü óêàçàííîé òåîðåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî èç íåå ìîæíî ïîëó÷èòü
ðàçëè÷íûå îöåíêè ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ ìåðû
µ è îò âûáîðà ïîëþñîâ àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè.

Ïðè èññëåäîâàíèè ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé Ìàðêîâà ÷àñòî ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñëó÷àé, êîãäà ìåðà µ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è åå ïðîèçâîäíàÿ îáëàäàåò íåêîòî�
ðûìè ñâîéñòâàìè. Ïóñòü ìåðà µ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà [1,a] è óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

suppµ ∈ [1, a], a > 1, dµ(t) ∼ (t− 1)γ dt, t→ 1, γ ∈ (0,+∞). (4)

Èçó÷èì ïðèáëèæåíèÿ ðàöèîíàëüíûì èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì Ôóðüå � ×åáû�
ø¼âà â ýòîì ñëó÷àå. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ n ìîæåò âûáèðàòü�
ñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð ïàðàìåòðîâ zk, k = 1,2, . . . , n, àïïðîêñèìèðóþùåé
ôóíêöèè. Òî åñòü, zk = zk(n), n = 1,2, . . . . Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî
ïàðàìåòðû zk, k = 1,2 . . . , n, óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

n∑
k=1

(1− |zk|) −→
n→∞

∞.

Ïîñëåäíåå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ ïîëíîòû ñèñòå�
ìû ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé {1/(z − zk), 1/(1− zkz)}∞k=1 , z = eit, t ∈ [0,2π],
|zk| ̸= 1, íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå. Ïîëîæèì ïàðàìåò�
ðû àïïðîêñèìèðóþùåé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè âûáðàííûìè ñëåäóþùèì îáðà�
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çîì

zk 7→ −αk, αk ∈ [0, 1), βk =
1− αk

1 + αk
, k = 1,2, . . . ,n. (5)

Òåîðåìà 2 [1�A]. Äëÿ ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé Ìàðêîâà

ñ ìåðîé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (4), íà îòðåçêå [−1, 1] ðàöèîíàëüíûì
èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì Ôóðüå � ×åáûø¼âà (1) èìååò ìåñòî îöåíêà ñâåð�

õó

εn(µ̂, sn, A) ⩽ ε∗n(µ̂, sn, A), n ∈ N,
ãäå

ε∗n(µ̂, sn, A) = 21+γ

D∫
0

u2γ−1

(1 + u)(1− u2)γ

∣∣∣∣∣
n∏

k=1

βk − u

βk + u

∣∣∣∣∣ du, D =

√
a− 1

a+ 1
.

Îöåíêà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè ïîëþñû àïïðîêñèìèðó�

þùåé ôóíêöèè èìåþò ÷¼òíóþ êðàòíîñòü, òî ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ íà

êîíöàõ îòðåçêà ïðè x = ±1.
Îöåíêà ñâåðõó â òåîðåìå 2 ñ èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì ìàæîðàíòû

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðàçëè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé â
çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ïîëþñîâ àïïðîêñèìèðóþùåé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.

Â òåîðåìå 2 ïîëîæèì βk = 1, k = 1,2, . . . ,n. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèäåì ê îöåí�
êå ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé Ìàðêîâà ñ ìåðîé, óäîâëåòâîðÿþùåé
óñëîâèÿì (4), ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ïîëèíîìèàëüíîãî ðÿäà Ôóðüå � ×åáûø¼âà.

Ñëåäñòâèå 1 (Ïîëèíîìèàëüíûé ñëó÷àé) [1�A]. Ñïðàâåäëèâî àñèìï�

òîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

ε(0)n (µ̂, s(0)n ) ∼ 21−γΓ(2γ)

n2γ
, n→ ∞.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïîëó÷åíû äâóõñòîðîííèå îöåíêè ðàâíîìåðíûõ ïðè�
áëèæåíèé ôóíêöèé Ìàðêîâà ñ ìåðîé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (4), ðàöèî�
íàëüíûì èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì Ôóðüå � ×åáûø¼âà.

Òåîðåìà 3 [19�A]. Äëÿ ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé Ìàðêîâà

ñ ìåðîé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (4), ðàöèîíàëüíûì èíòåãðàëüíûì îïå�

ðàòîðîì Ôóðüå � ×åáûø¼âà, ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð ïàðàìåòðîâ A∗, ÷òî
ïðè n = 0,1,2, . . . âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

c1(γ)e
−2π

√
γn ⩽ εn(µ̂, sn, A

∗) ⩽ c2(γ)
√
ne−2π

√
γn, γ ∈ (0,+∞)\N,

ãäå c1(γ), c2(γ) � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû, íå çàâèñÿùèå îò n,
íî çàâèñÿùèå îò γ.

Èíòåðåñíî ñðàâíèòü ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â òåîðåìå 3, ñ èçâåñòíû�
ìè îöåíêàìè íàèëó÷øèõ ðàâíîìåðíûõ ðàöèîíàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé ôóíêöèé
Ìàðêîâà, ïîëó÷åííûìè ß.-Ý. Àíäåðññîíîì (1988) è À. À. Ïåêàðñêèì (1995):
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Ïóñòü γ > 0, a > 1, suppµ = [1, a], dµ(t) = φ(t) dt è φ(t) ≍ (t − 1)γ íà

[1, a]. Òîãäà ïðè n = 0,1,2,...

Rn(µ̂, [−1, 1]) ≍ e−2π
√
γn, n→ ∞,

ãäå Rn(f, [−1, 1]) � íàèëó÷øèå ðàâíîìåðíûå ðàöèîíàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ

ôóíêöèè f íà îòðåçêå [−1, 1].
À. À. Ïåêàðñêèì äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåðõíèõ îöåíîê áûë ïðèìåíåí ïîäõîä

À. À. Ãîí÷àðà, èñïîëüçîâàâøåãî ìíîãîòî÷å÷íûå àïïðîêñèìàöèè Ïàäå. ß.-Ý. Àí�
äåðññîí äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íèæíèõ îöåíîê ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îïèðàëñÿ
íà òåîðèþ äâîéñòâåííîñòè. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî îöåíêà ñâåðõó â òåîðåìå 3
ëèøü íà ìíîæèòåëü

√
n óñòóïàåò ïî ñêîðîñòè îöåíêå À. À. Ïåêàðñêîãî. Ìåòîä

ïîëó÷åíèÿ âåðõíåé îöåíêè, ïðèìåíåííûé â òåîðåìå 3, ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâ�
íûì.

Èçó÷èì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðàâíîìåðíûõ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëè�
æåíèé â ñëó÷àå îãðàíè÷åíèé íà êîëè÷åñòâî ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ ïîëþñîâ
ó àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè. Îòìåòèì, ÷òî âïåðâûå ïîäîáíûå çàäà÷è ðàñ�
ñìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ Ê. Í. Ëóíãó (1971,1984).

Ïóñòü q ∈ (0, n) � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Aq ⊂ A � åñòü ìíî�
æåñòâî ïàðàìåòðîâ òàêèõ, ÷òî ñðåäè ÷èñåë a1, a2, . . . , an, ðîâíî q ðàçëè÷íûõ è
êðàòíîñòü êàæäîãî ïàðàìåòðà ðàâíà m, n = mq. Â ýòèõ óñëîâèÿõ îáðàçîì èí�
òåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Ôóðüå � ×åáûø¼âà (1) ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ
âèäà

sn,q(f, x) =
pn (x)

(
∏q

k=1 (1 + akx))m
, pn (x) ∈ Pn.

Ïîëó÷èì íàèëó÷øóþ îöåíêó ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé Ìàðêîâà ñ
ìåðîé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (4), ðàöèîíàëüíûì èíòåãðàëüíûì îïåðàòî�
ðîì Ôóðüå � ×åáûø¼âà ïóòåì ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ak = 1, k =
1,2, . . . ,q.

Òåîðåìà 4 [1�A]. Ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà

εn,q(µ̂, sn,q) ∼ ν(γ, q)

(
ln2q−1 n

n2q

)2γ

, n = 2,4,6, . . . , n→ ∞.

Âåëè÷èíà ν(γ, q) íàéäåíà â ÿâíîì âèäå. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî äëÿ
íàèëó÷øèõ ðàâíîìåðíûõ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïðè ÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ n
ñëåäóåò èç òî÷íîñòè îöåíêè â òåîðåìå 2 ïðè ÷åòíîé êðàòíîñòè ïîëþñîâ àïïðîê�
ñèìèðóþùåé ôóíêöèè.

Ðåçóëüòàòû ñëåäñòâèÿ 1 òåîðåìû 4 ïîçâîëÿþò çàêëþ÷èòü, ÷òî êëàññ ôóíê�
öèé Ìàðêîâà ñ ìåðîé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (4), îòðàæàåò îñîáåííîñòè ðà�
öèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ðàöèîíàëüíûì èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì Ôóðüå �
×åáûø¼âà ñ ôèêñèðîâàííûì êîëè÷åñòâîì ïîëþñîâ â òîì ñìûñëå, ÷òî ïîðÿäîê
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ðàâíîìåðíûõ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ÿâëÿåòñÿ âûøå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïî�
ëèíîìèàëüíîãî àíàëîãà óæå â ñëó÷àå îäíîãî ïîëþñà.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ìåòîäîâ ñóììèðîâàíèÿ ðàöèîíàëüíûõ èíòå�
ãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ôóðüå � ×åáûø¼âà. Ñîñòàâèì ñóììû

V2n,q(f, x) =
1

m+ 1

2m∑
k=m

skq,q(f, x), x ∈ [−1, 1], m ∈ N ∪ {0}, (6)

ãäå skq,q(·,·) � ðàöèîíàëüíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ôóðüå � ×åáûø¼âà, îáðà�
çîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà kq, k = m,m + 1,m +
2, . . . ,2m, c q ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûìè ïîëþñàìè.

Âûðàæåíèå (6) åñòåñòâåííî íàçâàòü ñóììàìè Âàëëå Ïóññåíà ðàöèîíàëü�
íûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ôóðüå � ×åáûø¼âà.

Òåîðåìà 5 [10�A]. Äëÿ ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé Ìàðêîâà

ñ ìåðîé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (4), ñóììàìè Âàëëå Ïóññåíà (6) èìååò

ìåñòî îöåíêà ñâåðõó

ε2n,q(µ̂, V2n,q, Aq) ⩽ ε∗2n,q(µ̂, V2n,q, Aq), n ∈ N, n = mq,

ãäå

ε∗2n,q(µ̂, V2n,q, Aq) =
2γ+1

m+ 1

D∫
0

u2γ−1

(1 + u)(1− u2)γ
|πq(u)|m − |πq(u)|2m+1

1− |πq(u)|
du,

D =

√
a− 1

a+ 1
, πq(u) =

q∏
k=1

βk − u

βk + u
,

ïàðàìåòðû βk, k = 1,2, . . . ,q, îïðåäåëåíû â ñîîòíîøåíèÿõ (5).

Â òåîðåìå 5 ïîëîæèì βk = 1, k = 1,2, . . . ,q. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèõîäèì ê
îöåíêå ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé Ìàðêîâà ñ ìåðîé, óäîâëåòâîðÿþ�
ùåé óñëîâèÿì (4), ñóììàìè Âàëëå Ïóññåíà ïîëèíîìèàëüíîãî ðÿäà Ôóðüå � ×å�
áûø¼âà.

Ñëåäñòâèå 2 (Ïîëèíîìèàëüíûé ñëó÷àé) [10�A]. Ñïðàâåäëèâû àñèìï�

òîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà

ε
(0)
2n (µ̂, V

(0)
2n ) ∼



21−γΓ(2γ)(21−2γ − 1)

(1− 2γ)n2γ
, γ ∈

(
0,

1

2

)
,

√
2 ln 2

n
, γ = 1/2,

22−3γΓ(2γ)(22γ−1 − 1)

(2γ − 1)n2γ
, γ >

1

2
.

Ïîëó÷èì íàèëó÷øóþ îöåíêó ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé Ìàðêî�
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âà ñ ìåðîé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (4), ñóììàìè Âàëëå Ïóññåíà (6) ïóòåì
íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ βk = 1, k = 1,2, . . . ,q.

Òåîðåìà 6 [10�A]. Ñïðàâåäëèâû îöåíêè ñâåðõó:

ε2n,q(µ̂, V2n,q) ⩽ η(γ, q)

(
ln2q−1 n

n2q

)2γ

, n→ ∞.

Âåëè÷èíà η(γ, q) ìîæåò áûòü âûïèñàíà â ÿâíîì âèäå. Èç òåîðåìû 4 è òåî�
ðåìû 6 ñëåäóåò, ÷òî ïîðÿäêè îöåíîê ñâåðõó ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ðàöè�
îíàëüíûìè èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðàìè Ôóðüå � ×åáûø¼âà è ñóììàìè Âàëëå
Ïóññåíà ñîâïàäàþò. Âìåñòå ñ òåì âåëè÷èíû ν(γ,q) è η(γ,q) çíà÷èìî îòëè÷àþò�
ñÿ îäíà îò äðóãîé. Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî âåëè÷èíà η(γ,q)
ÿâëÿåòñÿ ìåíüøåé.

Ñîñòàâèì ñóììû

σn,q(f, x) =
1

m+ 1

m∑
k=0

skq,q(f, x), x ∈ [−1, 1], m ∈ N ∪ {0}, (7)

ãäå skq,q(·,·) � ðàöèîíàëüíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ôóðüå � ×åáûø¼âà, îáðà�
çîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà kq, k = 0,1,2, . . . ,m, c q
ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûìè ïîëþñàìè.

Âûðàæåíèå (7) åñòåñòâåííî íàçâàòü ñóììàìè Ôåéåðà ðàöèîíàëüíûõ èí�
òåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ôóðüå � ×åáûø¼âà.

Òåîðåìà 7 [5�A]. Äëÿ ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé Ìàðêîâà

ñ ìåðîé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (4), ñóììàìè Ôåéåðà (7) èìååò ìåñòî

îöåíêà ñâåðõó

ε2n,q(µ̂, σn,q, Aq) ⩽ ε∗2n,q(µ̂, σn,q, Aq), n ∈ N, n = mq,

ãäå

ε∗2n,q(µ̂, σn,q, Aq) =
2γ+1

m+ 1

D∫
0

u2γ−1

(1 + u)(1− u2)γ
1− |πq(u)|m+1

1− |πq(u)|
du,

D =

√
a− 1

a+ 1
, πq(u) =

q∏
k=1

βk − u

βk + u
,

ïàðàìåòðû βk, k = 1,2, . . . ,q, îïðåäåëåíû â ñîîòíîøåíèÿõ (5).

Â òåîðåìå 7 ïîëîæèì βk = 1, k = 1,2, . . . ,q. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèõîäèì ê
îöåíêå ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé Ìàðêîâà ñ ìåðîé, óäîâëåòâîðÿþ�
ùåé óñëîâèÿì (4), ñóììàìè Ôåéåðà ïîëèíîìèàëüíîãî ðÿäà Ôóðüå � ×åáûø¼âà.

Ñëåäñòâèå 3 (Ïîëèíîìèàëüíûé ñëó÷àé) [5�A]. Ïðè n → ∞ ñïðàâåä�
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ëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà

ε(0)n (µ̂, σ(0)n ) =



21−γΓ(2γ)

(1− 2γ)(n+ 1)2γ
+O

(
1

n+ 1

)
, γ ∈

(
0,
1

2

)
,

√
2
ln(n+ 1)

n+ 1
+O

(
1

n+ 1

)
, γ =

1

2
,

O

(
1

n+ 1

)
, γ >

1

2
.

Óñòàíîâèì íàèëó÷øóþ ìàæîðàíòó ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé
Ìàðêîâà ñ ìåðîé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (4), ñóììàìè Ôåéåðà (7) ïóòåì
íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ βk = 1, k = 1,2, . . . ,q.

Òåîðåìà 8 [5�A]. Ïðè n→ ∞ ñïðàâåäëèâû îöåíêè ñâåðõó

εn,q(µ̂, σn,q) ⩽



µ(γ, q)

(n+ 1)1−
(1−2γ)q

1+2γ

+O

(
1

n+ 1

)
, γ ∈

(
0,

1

2

)
,

µ(1/2, q)

√
lnq(n+ 1)

n+ 1
+O

(
1

n+ 1

)
, γ =

1

2
,

O

(
1

n+ 1

)
γ >

1

2
,

ãäå lnq(n+ 1) = 1 + ln(1 + ln(1 + . . .+ ln ln(n+ 1)))︸ ︷︷ ︸
q ðàç

.

Âåëè÷èíà µ(γ, q) íàéäåíà â ÿâíîì âèäå.
Ïîñêîëüêó 1 − (1− 2γ)q/(1 + 2γ) > 2γ, γ ∈ (0,1/2), q = 1,2, . . . , òî èç

òåîðåìû 8 è ñëåäñòâèÿ 3 ñëåäóåò, ÷òî ïðè γ ∈ (0,1/2] ðàöèîíàëüíûå ñóììû
Ôåéåðà îñóùåñòâëÿþò ëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ â ñðàâíåíèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
ïîëèíîìèàëüíûìè àíàëîãàìè.

Ââåäåì ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ Àáåëÿ � Ïóàññîíà ðàöèîíàëüíûõ èíòåãðàëü�
íûõ îïåðàòîðîâ Ôóðüå � ×åáûø¼âà. Ñîñòàâèì ðÿä

Pr,q(f,x) = (1− r)
+∞∑
k=0

rkskq,q(f,x), x ∈ [−1, 1], (8)

ãäå skq,q(·,·) � ðàöèîíàëüíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ôóðüå � ×åáûø¼âà, îá�
ðàçîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà kq, k = 0,1,2, . . . , c q
ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûìè ïîëþñàìè.

Âûðàæåíèå (8) åñòåñòâåííî íàçâàòü ñóììàìè Àáåëÿ � Ïóàññîíà ðàöèî�
íàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ôóðüå � ×åáûø¼âà.

Òåîðåìà 9 [3�A]. Äëÿ ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé Ìàðêî�

âà ñ ìåðîé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (4), ðàöèîíàëüíûìè ñóììàìè Àáå�
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ëÿ � Ïóàññîíà (8) èìååò ìåñòî îöåíêà ñâåðõó

εr,q(µ̂, Pr,q, Aq) ⩽ ε∗r,q(µ̂, Pr,q, Aq), r ∈ (0, 1),

ãäå

ε∗r,q(µ̂, Pr,q, Aq) = 2γ+1(1− r)

D∫
0

u2γ−1

(1 + u)(1− u2)γ
du

1− r |πq(u)|
,

D =

√
a− 1

a+ 1
, πq(u) =

q∏
k=1

βk − u

βk + u
,

ïàðàìåòðû βk, k = 1,2, . . . ,q, îïðåäåëåíû â ñîîòíîøåíèÿõ (5).

Â òåîðåìå 9 ïîëîæèì βk = 1, k = 1,2, . . . ,q. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèõîäèì
ê îöåíêå ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé Ìàðêîâà ñ ìåðîé, óäîâëåòâîðÿ�
þùåé óñëîâèÿì (4), ñóììàìè Àáåëÿ � Ïóàññîíà ïîëèíîìèàëüíîãî ðÿäà Ôó�
ðüå � ×åáûø¼âà.

Ñëåäñòâèå 4 (Ïîëèíîìèàëüíûé ñëó÷àé) [3�A]. Ïðè r → 1 ñïðàâåäëèâû
àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà

ε(0)r (µ̂, P (0)
r ) =


η(γ)(1− r)2γ +O (1− r) , γ ∈

(
0,
1

2

)
,

η(1/2)(1− r) ln
1

1− r
+O (1− r) , γ =

1

2
,

O (1− r) , γ >
1

2
.

Óñòàíîâèì íàèëó÷øóþ ìàæîðàíòó ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé
Ìàðêîâà ñ ìåðîé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (4), ñóììàìè Àáåëÿ � Ïóàññîíà
(8) ïóòåì íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ βk = 1, k = 1,2, . . . ,q.

Òåîðåìà 10 [3�A]. Ïðè r → 1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè ñâåðõó

εr,q(µ̂, Pr,q) ⩽


η(γ, q)(1− r)1−

(1−2γ)q

1+2γ +O (1− r) , γ ∈
(
0,

1

2

)
,

η(1/2, q)(1− r)

√
lnq

1

1− r
+O (1− r) , γ =

1

2
,

O (1− r) γ >
1

2
,

ãäå lnq
1

1−r = 1 + ln(1 + ln(1 + . . .+ ln ln(
1

1− r
)))︸ ︷︷ ︸

q ðàç

.

Çíà÷åíèå âåëè÷èíû η(γ, q) èçâåñòíî â ÿâíîì âèäå.
Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñõîæåñòü îöåíîê ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ìåòî�

äàìè Ôåéåðà è Àáåëÿ � Ïóàññîíà. Íà íåêîòîðóþ âçàèìîñâÿçü ìåæäó ýòèìè
ìåòîäàìè ñóììèðîâàíèÿ óêàçàë â ñâîåé ìîíîãðàôèè åùå Ã. Õàðäè (1951). Êðî�
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ìå òîãî, â ñëó÷àå ñóìì Àáåëÿ � Ïóàññîíà ïðîñëåæèâàåòñÿ òîò æå ýôôåêò,
÷òî è â ñëó÷àå ñóìì Ôåéåðà â îòíîøåíèè àïïðîêñèìàöèé ôóíêöèé íåâûñîêîé
ãëàäêîñòè.

Â òðåòüåé ãëàâå ¾Àïïðîêñèìàöèè ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé¿ èññëåäóþòñÿ
àïïðîêñèìàöèè íà êëàññàõ ôóíêöèé, çàäàâàåìûõ íà îòðåçêå [−1, 1] ñèíãóëÿð�
íûìè èíòåãðàëàìè âèäà

f̂(x) =

√
1− x2

π

1∫
−1

f(t)

t− x

dt√
1− t2

, x ∈ [−1, 1]. (9)

Ýòè ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäèí èç âàðèàíòîâ îïðå�
äåëåíèÿ ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè íà îòðåçêå [−1,1]. Íà îñíîâàíèè èíòåãðàëüíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè (9) ââåäåì îïåðàòîð

ŝn(f, x) =

√
1− x2

π

1∫
−1

sn(f, t)

t− x

dt√
1− t2

, x ∈ [−1, 1], (10)

ãäå sn(·,·) � ðàöèîíàëüíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ôóðüå � ×åáûø¼âà (1).
Îïåðàòîð (10) åñòåñòâåííî íàçâàòü ñîïðÿæåííûì ðàöèîíàëüíûì èíòåãðàëüíûì
îïåðàòîðîì Ôóðüå � ×åáûø¼âà. Èçâåñòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå åãî îáðàç ïðåä�
ñòàâëÿåò ñîáîé àëãåáðàè÷åñêóþ äðîáü âèäà

√
1− x2qn−1(x)∏n
k=1 (1 + akx)

, x ∈ [−1, 1], qn−1(x) ∈ Pn−1.

Òåîðåìà 11 [4�A]. Äëÿ ñîïðÿæåííîãî ðàöèîíàëüíîãî èíòåãðàëüíîãî

îïåðàòîðà Ôóðüå � ×åáûø¼âà (10) èìååò ìåñòî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëå�

íèå

ŝn(f, x) = − 1

2π

π∫
−π

f(cos v)

cos
v − u

2
− cos

(
v − u

2
+ λn(v, u)

)
sin

v − u

2

dv, x = cosu,

ãäå ôóíêöèÿ λn(v, u) îïðåäåëåíà â (1).

Èç ðåçóëüòàòîâ òåîðåìû 11 è èçâåñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñîïðÿæåííîé
ôóíêöèè ñ ÿäðîì Ãèëüáåðòà íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî

ε̂n(f, ŝn, A) = − 1

2π

π∫
−π

f(cos v)

cos

(
v − u

2
+ λn(v, u)

)
sin

v − u

2

dv, x = cosu.
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Ïóñòü íà îòðåçêå [−1, 1] çàäàíà ôóíêöèÿ fγ(x) = (1 − x)γ. Èññëåäóåì
ðàöèîíàëüíûå àïïðîêñèìàöèè ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè ñ ïëîòíîñòüþ fγ(x) ñî�
ïðÿæåííûì ðàöèîíàëüíûì èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì Ôóðüå � ×åáûø¼âà.

Òåîðåìà 12 [19�A]. Äëÿ ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé íà îòðåçêå [−1, 1]
ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè ñ ïëîòíîñòüþ fγ(x) îïåðàòîðîì (10) ñóùåñòâóåò òà�

êîé íàáîð ïàðàìåòðîâ A∗, ÷òî ïðè n = 0,1,2, . . . èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

ε̂n(fγ,ŝn,A
∗) ⩽ c3(γ)

√
ne−2π

√
γn, γ ∈ (0,+∞)\N.

Îáîçíà÷èì R̂n(A) ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ äðîáåé âèäà
√
1− x2qn−1(x)∏n
k=1 (1 + akx)

, qn(x) ∈ Pn, A = (a1,a2, . . . ,an).

Äëÿ ôóíêöèè f̂γ(x) îïðåäåëèì âåëè÷èíó

R̂n(fγ) = inf
r̂n(x,A)∈R̂n(A)

||f̂γ(x)− r̂n(x,A)||C[−1,1].

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà âåëè÷èíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàèëó÷øèå ðàâíîìåðíûå ðà�
öèîíàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ êëàññà ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [−1,1] ñ
ïëîòíîñòüþ fγ(x) ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà R̂n(A).

Ñëåäñòâèå 5 [19�A]. Ïðè n = 0,1,2, . . . èìååò ìåñòî îöåíêà ñâåðõó

R̂n(fγ) ⩽ c3(γ)
√
ne−2π

√
γn, γ ∈ (0,+∞)\N.

Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû òåîðåìû 12 è èçâåñòíûå îöåíêè íàèëó÷øèõ
ðàâíîìåðíûõ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïëîòíîñòè fγ(x) íà îòðåçêå [−1,1]
ïîçâîëÿþò çàêëþ÷èòü, ÷òî, ïî-âèäèìîìó, ìíîæèòåëü

√
n â îöåíêå ïîñëåäíåãî

ñëåäñòâèÿ ìîæíî îïóñòèòü. Ñòîèò òàêæå äîáàâèòü, ÷òî äðóãèõ ðåçóëüòàòîâ â
ýòîì íàïðàâëåíèè íåò.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ôèêñèðîâàííîãî êîëè÷åñòâà ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ
ïîëþñîâ ó àïïðîêñèìèðóþùåé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 13 [4�A]. Äëÿ ïðèáëèæåíèé ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè ñ ïëîòíî�

ñòüþ fγ(x) íà îòðåçêå [−1, 1] ñîïðÿæåííûì ðàöèîíàëüíûì èíòåãðàëüíûì

îïåðàòîðîì Ôóðüå � ×åáûø¼âà ñ q ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûìè ïàðàìåòðàìè
ðàâíîìåðíî ïî âñåì x ∈ [−1, 1] ïðè n→ ∞ èìååò ìåñòî îöåíêà

|f̂γ(x)− ŝn,q(fγ, x)| ⩽

⩽
√
1− x2c(γ, q)

(
ln2q−1 n

n2q

)2γ−1

(1 + o (1)) , γ ∈
(
1

2
,+∞

)
\N.

Îöåíêà òî÷íà.

Âåëè÷èíà c(γ, q) íàéäåíà íàìè â ÿâíîì âèäå. Ïðè ýòîì
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Ñëåäñòâèå 6 (Ïîëèíîìèàëüíûé ñëó÷àé) [4�A]. Äëÿ ïðèáëèæåíèé ñî�

ïðÿæåííîé ôóíêöèè ñ ïëîòíîñòüþ fγ(x) ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ñîïðÿæåííî�

ãî ïîëèíîìèàëüíîãî ðÿäà Ôóðüå � ×åáûø¼âà ðàâíîìåðíî ïî âñåì x ∈ [−1, 1]
ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñâåðõó

|f̂γ(x)− ŝ(0)n (fγ, x)| ⩽
√
1− x2| sin πγ|22−γγΓ(2γ − 1)

πn2γ−1
(1 + o(1)), n→ ∞.

Îöåíêà òî÷íà.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ìåòîäîâ ñóììèðîâàíèÿ ñîïðÿæåííûõ ðàöèî�
íàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ôóðüå � ×åáûø¼âà. Ñîñòàâèì ñóììó

V̂2n,q(f, x) =
1

m+ 1

2m∑
k=m

ŝkq,q(f,x), x ∈ [−1,1], m ∈ N, (11)

ãäå ŝkq,q(·,·) � ñîïðÿæåííûé ðàöèîíàëüíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ôóðüå � ×å�
áûø¼âà, îáðàçîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ äðîáü ïîðÿäêà kq, k =
m,m + 1,m + 2, . . . ,2m, c q ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûìè ïîëþñàìè. Âûðàæåíèå
(11) åñòåñòâåííî íàçâàòü ñóììàìè Âàëëå Ïóññåíà ñîïðÿæåííûõ ðàöèîíàëüíûõ
èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ôóðüå � ×åáûø¼âà.

Òåîðåìà 14 [16�A]. Äëÿ ïðèáëèæåíèé ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè (9) ñóì�

ìàìè Âàëëå Ïóññåíà (11) èìååò ìåñòî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

ε̂2n,q(f, x, V̂2n,q, Aq) =

π∫
−π

f(cos v)G2n(v,u) dv, x = cosu,

ãäå

G2n(v,u) =

sin

(
v − u

2
+

(
2m+

1

2

)
λq

)
− sin

(
v − u

2
+

(
m− 1

2

)
λq

)
4π(m+ 1) sin

v − u

2
sin

λq
2

, n = mq,

âåëè÷èíà λq = λq(v, u) îïðåäåëåíà â (1).

Óñòàíîâèì íàèëó÷øóþ ìàæîðàíòó ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ñîïðÿæåí�
íîé ôóíêöèè ñ ïëîòíîñòüþ fγ(x) ñóììàìè Âàëëå Ïóññåíà (11) ïóòåì íàõîæäå�
íèÿ îïòèìàëüíûõ ïîëþñîâ àïïðîêñèìèðóþùåé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 15 [16�A]. Äëÿ ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé íà îòðåçêå [−1,1]
ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè ñ ïëîòíîñòüþ fγ(x) ñóììàìè Âàëëå Ïóññåíà (11) ïðè

n = 1,2, . . . èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

ε̂2n,q(fγ,V̂2n,q) ⩽ η(γ,q)

(
ln2q−1 n

n2q

)2γ

, γ ∈ (0,+∞)\N.
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Âåëè÷èíà η(γ, q) ìîæåò áûòü âûïèñàíà â ÿâíîì âèäå. Ïðè ýòîì
Ñëåäñòâèå 7 (Ïîëèíîìèàëüíûé ñëó÷àé) [16�A]. Äëÿ ðàâíîìåðíûõ

ïðèáëèæåíèé ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè ñ ïëîòíîñòüþ fγ(x) ïîëèíîìèàëüíûìè
ñóììàìè Âàëëå Ïóññåíà (11) ïðè n = 1,2, . . . èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

ε̂
(0)
2n (fγ,V̂

(0)
2n ) ⩽

η(0)(γ)

n2γ
, γ ∈ (0,+∞)\N.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî âåëè÷èíû η(γ,q) â òåîðåìå 2 è òåîðåìå 15 ñîâïà�
äàþò. Àíàëîãè÷íî ñîâïàäàþò âåëè÷èíû η(0)(γ) â ñëåäñòâèè 2 è ñëåäñòâèè 7.

Ñîñòàâèì ñóììó

σ̂n,q(f, x) =
1

m+ 1

m∑
k=0

ŝkq,q(f, x), x ∈ [−1, 1], m ∈ N, (12)

ãäå ŝkq,q(·,·) � ñîïðÿæåííûé ðàöèîíàëüíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ôóðüå � ×å�
áûø¼âà, îáðàçîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ äðîáü ïîðÿäêà kq, k =
0,1,2, . . . ,m, c q ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûìè ïîëþñàìè. Âûðàæåíèå (12) åñòå�
ñòâåííî íàçâàòü ñóììàìè Ôåéåðà ñîïðÿæåííûõ ðàöèîíàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ
îïåðàòîðîâ Ôóðüå � ×åáûø¼âà.

Òåîðåìà 16 [8�A]. Äëÿ ïðèáëèæåíèé ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè (9) íà îò�

ðåçêå [−1, 1] ñóììàìè Ôåéåðà (12) èìååò ìåñòî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëå�

íèå

ε̂n,q(f, x, σ̂n,q, Aq) =

π∫
−π

f(cos v)Kn(v, u) dv, x = cosu,

ãäå

Kn(v, u) =

sin

(
v − u

2
+

(
m+

1

2

)
λq(v,u)

)
− sin

(
v − u

2
− λq(v,u)

2

)
4π(m+ 1) sin

v − u

2
sin

λq(v,u)

2

, n = mq,

âåëè÷èíà λq(v,u) îïðåäåëåíà â (1).

Ïîëó÷èì íàèëó÷øóþ îöåíêó ïðèáëèæåíèé ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè ñ ïëîò�
íîñòüþ fγ(x) ñóììàìè Ôåéåðà (12) ïóòåì íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ ïîëþñîâ
àïïðîêñèìèðóþùåé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 17 [8�A]. Äëÿ ïðèáëèæåíèé ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè ñ ïëîòíî�

ñòüþ fγ(x) ñóììàìè Ôåéåðà (10), ðàâíîìåðíî äëÿ âñåõ x ∈ [−1,1] ïðè n→ ∞
èìååò ìåñòî îöåíêà

|f̂γ(x)− σ̂n,q(fγ, x)| ⩽
√
1− x2µ(γ, q)

(n+ 1)
2γ−1

γ (1− (1−γ)q

1+γ )
(1 + o(1)), γ ∈

(
1

2
,1

)
.
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Îöåíêà òî÷íà.

Âåëè÷èíà µ(γ, q) ìîæåò áûòü âûïèñàíà â ÿâíîì âèäå. Ïðè ýòîì
Ñëåäñòâèå 8 (Ïîëèíîìèàëüíûé ñëó÷àé) [8�A]. Äëÿ ïðèáëèæåíèé ñî�

ïðÿæåííîé ôóíêöèè ñ ïëîòíîñòüþ fγ(x) ïîëèíîìèàëüíûìè ñóììàìè Ôåéåðà

(12) ðàâíîìåðíî äëÿ âñåõ x ∈ [−1, 1] ïðè n→ ∞ èìååò ìåñòî îöåíêà ñâåðõó

|f̂γ(x)− σ̂(0)n (fγ, x)| ⩽
√
1− x2

21−γγΓ(2γ − 1) sinπγ

π(1− γ)(n+ 1)2γ−1
(1 + o(1)), γ ∈

(
1

2
,1

)
.

Îöåíêà òî÷íà.

Ñîñòàâèì ðÿä

P̂r,q(f, x) = (1− r)
+∞∑
k=0

rkŝkq(f, x), x ∈ [−1, 1], r ∈ (0, 1), (13)

ãäå ŝkq,q(·,·) � ñîïðÿæåííûé ðàöèîíàëüíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ôóðüå � ×å�
áûø¼âà, îáðàçîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ äðîáü ïîðÿäêà kq, k =
0,1,2, . . . , c q ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûìè ïîëþñàìè. Âûðàæåíèå (13) åñòåñòâåí�
íî íàçâàòü ñóììàìè Àáåëÿ � Ïóàññîíà ñîïðÿæåííûõ ðàöèîíàëüíûõ èíòåãðàëü�
íûõ îïåðàòîðîâ Ôóðüå � ×åáûø¼âà.

Òåîðåìà 18 [15�A]. Äëÿ ïðèáëèæåíèé ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè (9) íà

îòðåçêå [−1, 1] ñóììàìè Àáåëÿ � Ïóàññîíà (13) èìååò ìåñòî èíòåãðàëüíîå

ïðåäñòàâëåíèå

ε̂r,q(f, x, P̂r,q, Aq) =
1− r

2π

π∫
−π

f(cos v)

cos
v − u

2
− r cos

(
v − u

2
− λq

)
sin

v − u

2
(1− 2r cosλq + r2)

dv,

ãäå âåëè÷èíà λq = λq(v, u) èç (1).
Ïîëó÷èì íàèëó÷øóþ îöåíêó ïðèáëèæåíèé ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè ñ ïëîò�

íîñòüþ fγ(x) ñóììàìè Àáåëÿ � Ïóàññîíà (13) ïóòåì íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ
ïîëþñîâ àïïðîêñèìèðóþùåé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 19 [15�A]. Äëÿ ïðèáëèæåíèé ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè ñ ïëîò�

íîñòüþ fγ(x), γ ∈ (1/2,1), ñóììàìè Àáåëÿ � Ïóàññîíà (13) ðàâíîìåðíî äëÿ

âñåõ x ∈ [−1, 1] ïðè r ∈ (0,1) ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñâåðõó

|f̂γ(x)− P̂r,q(fγ, x)| ⩽
√
1− x2ν(γ, q)(1− r)

2γ−1
γ

(
1− (1−γ)q

1+γ

)
(1+ o(1)), γ ∈

(
1

2
,1

)
.

Âåëè÷èíà ν(γ, q) ìîæåò áûòü âûïèñàíà â ÿâíîì âèäå. Ïðè ýòîì
Ñëåäñòâèå 9 (Ïîëèíîìèàëüíûé ñëó÷àé) [15�A]. Äëÿ ïðèáëèæåíèé ñî�

ïðÿæåííîé ôóíêöèè ñ ïëîòíîñòüþ fγ(x) ïîëèíîìèàëüíûìè ñóììàìè Àáå�
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ëÿ � Ïóàññîíà (13) ðàâíîìåðíî äëÿ âñåõ x ∈ [−1, 1] ïðè r ∈ (0,1) ñïðàâåäëèâà
îöåíêà ñâåðõó

|f̂γ(x)− P̂ (0)
r (fγ, x)| ⩽

√
1− x2ν(0)(γ)(1− r)2γ−1(1 + o(1)), γ ∈

(
1

2
,1

)
.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â òåîðåìå 17 è òåîðåìå 19, ïîçâîëÿþò çàêëþ�
÷èòü, ÷òî îïðåäåëåííàÿ ñõîæåñòü ìåæäó ìåòîäàìè ñóììèðîâàíèÿ Ôåéåðà è
Àáåëÿ � Ïóàññîíà ïðîñëåæèâàåòñÿ è â ñëó÷àå àïïðîêñèìàöèé ñîïðÿæåííûõ
ôóíêöèé.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ¾Àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëîâ Ïóàññîíà¿ èññëåäóþò�
ñÿ àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà ðàöèîíàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ôó�
ðüå � ×åáûø¼âà, èõ ñóìì Ôåéåðà è Âàëëå Ïóññåíà íà êëàññàõ ôóíêöèé, çàäà�
âàåìûõ èíòåãðàëàìè Ïóàññîíà íà îòðåçêå [−1, 1] :

fr(φ, x) =
1

2π

π∫
−π

φ(cos τ)
1− r2

1− 2r cos(τ − θ) + r2
dτ, x = cos θ, r ∈ (0, 1),

ãäå ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ φ ∈ C[−1, 1], ||φ||C[−1,1] ⩽ 1.
Çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ïîëèíîìèàëüíûìè àïïðîêñèìàöèÿìè òðèãîíîìåòðè�

÷åñêèõ èíòåãðàëîâ Ïóàññîíà, ÿâëÿëèñü ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèé Ñ. Ì. Íèêîëü�
ñêîãî (1946), Ñ. Á. Ñòå÷êèíà (1980), À. È. Ñòåïàíöà (2001), Â. È. Ðóêàñîâà è
Ñ. Î. ×àé÷åíêî (2002), À. Ñ. Ñåðäþêà (2004), Î. Î. Íîâèêîâà è Î. Ã. Ðîâåíñêîé
(2017, 2018), Î. Ã. Ðîâåíñêîé (2025).

Óñòàíîâèì íåêîòîðûå àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà Ôóðüå �
×åáûø¼âà (1) íà êëàññàõ èíòåãðàëîâ Ïóàññîíà íà îòðåçêå [−1,1].

Òåîðåìà 20 [2�A]. Äëÿ ïðèáëèæåíèé èíòåãðàëîâ Ïóàññîíà fr(φ, x) íà
îòðåçêå [−1, 1] ðàöèîíàëüíûì èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì Ôóðüå � ×åáûø¼âà

(1) èìåþò ìåñòî:

1) èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

εn(φ, x, sn, A) = − r

π

+π∫
−π

φ(cos τ) cosψn(τ,x,r)√
1− 2r cos(τ − θ) + r2

πn(r, τ) dτ, x = cos θ,

ãäå

πn(r, τ) =
n∏

k=1

√
r2 − 2|zk|r cos(τ − arg zk) + |zk|2
1− 2|zk|r cos(τ − arg zk) + |zk|2r2

, r ∈ (0, 1),

ψn(τ,x,r) = arg

[(
r − z

ξ

)
ωn(rz)ωn(ξ)

]
, ωn(u) =

n∏
k=1

u− zk
1− zku

, z = eiτ , ξ = eiθ;
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2) ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà

εn(φ, sn, A) ⩽
r

π
max

x∈[−1, 1]

+π∫
−π

πn(r, τ) dτ√
1− 2r cos(τ − θ) + r2

, n ∈ N.

Âàæíîñòü òåîðåìû 20 ñîñòîèò â âîçìîæíîñòè ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå îöåíêè ðàâ�
íîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé íà êëàññàõ ôóíêöèé, çàäàâàåìûõ èíòåãðàëàìè Ïóàññî�
íà, â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ àïïðîêñèìèðóåìîé ôóíêöèè è ïîëþñîâ àïïðîêñè�
ìèðóþùåé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì âåðõíþþ ãðàíü

E(0)
n (sn) = sup

φ, ||φ||C[−1,1]⩽1

∥fr(φ, ·)− sn(fr(φ, ·),·)∥C[−1, 1]

óêëîíåíèé ÷àñòè÷íûõ ñóìì ïîëèíîìèàëüíîãî ðÿäà Ôóðüå � ×åáûø¼âà íà êëàñ�
ñàõ èíòåãðàëîâ Ïóàññîíà.

Ñëåäñòâèå 10 [2�A]. Äëÿ ïðèáëèæåíèé íà êëàññàõ èíòåãðàëîâ Ïóàñ�

ñîíà ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ïîëèíîìèàëüíîãî ðÿäà Ôóðüå � ×åáûø¼âà ñïðà�

âåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

E(0)
n (sn) =

8rn+1

π2
K(r) + o(1)rn+1, r ∈ (0, 1), n→ ∞, (14)

ãäå K(r) � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà.

Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî (14) åñòü àëãåáðàè÷åñêèé àíàëîã ñîîòâåòñòâó�
þùåãî ðåçóëüòàòà Ñ. Ì. Íèêîëüñêîãî (1946) è Ñ. Á. Ñòå÷êèíà (1980). Çíà÷åíèå
óñòàíîâëåííîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâåíñòâà è â òîì, ÷òî îíî ïîëó÷åíî, êàê
ñëåäñòâèå áîëåå îáùåãî ðàöèîíàëüíîãî ñëó÷àÿ.

Ïóñòü ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðàëà Ïóàññîíà çàäàíà ñëåäóþùèì îáðà�
çîì φs(x) = |x|s, s ∈ (0, 2). Èçó÷èì àïïðîêñèìàöèè ýòîãî êëàññà ôóíêöèé
ðàöèîíàëüíûìè èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðàìè Ôóðüå � ×åáûø¼âà.

Òåîðåìà 21 [2�A]. Äëÿ ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé èíòåãðàëîâ Ïóàññî�

íà ñ ãðàíè÷íîé ôóíêöèåé φs(x) íà îòðåçêå [−1,1] ðàöèîíàëüíûì èíòåãðàëü�

íûì îïåðàòîðîì Ôóðüå � ×åáûø¼âà ñ äâóìÿ ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûìè

ïîëþñàìè èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà

ε2n,2(φs,s2n,2) ∼ µ(r, s)

(
r2

1 +
√
1− r4

)n
r2

n1+
s
4

, n→ ∞, n ∈ 2N.

Òóò µ(r, s) � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà, íå çàâèñÿùàÿ îò n, íî
çàâèñÿùàÿ îò àðãóìåíòîâ, óêàçàííûõ â ñêîáêå. Îíà ìîæåò áûòü âûïèñàíà â
ÿâíîì âèäå. Ïðè ýòîì
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Ñëåäñòâèå 11 [2�A]. Ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

ε
(0)
2n (φs, s

(0)
2n ) ∼

21−s

π(1− r2)

∣∣∣sin πs
2

∣∣∣Γ(s+ 1)
r2n+2

ns+1
, r ∈ (0, 1), n→ ∞.

Àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè â òåîðåìå 22 è ñëåäñòâèè 11 ïîçâîëÿþò çàêëþ�
÷èòü, ÷òî êëàññû ôóíêöèé, çàäàâàåìûõ èíòåãðàëàìè Ïóàññîíà ñ ãðàíè÷íîé
ôóíêöèåé, èìåþùåé ñòåïåííóþ îñîáåííîñòü îòðàæàþò îñîáåííîñòè ðàöèîíàëü�
íîé àïïðîêñèìàöèè ðàöèîíàëüíûìè èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðàìè Ôóðüå � ×å�
áûø¼âà.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ àïïðîêñèìàöèîííûõ ñâîéñòâ ìåòîäîâ ñóììè�
ðîâàíèÿ íà êëàññàõ èíòåãðàëîâ Ïóàññîíà. Èçó÷èì àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëîâ
Ïóàññîíà íà îòðåçêå [−1, 1] ñóììàìè Âàëëå Ïóññåíà (6).

Òåîðåìà 22 [6�A]. Äëÿ ïðèáëèæåíèé èíòåãðàëîâ Ïóàññîíà ñ íåïðå�

ðûâíîé ãðàíè÷íîé ôóíêöèåé φ, ||φ||C[−1, 1] ⩽ 1, íà îòðåçêå [−1, 1] ñóììàìè
Âàëëå Ïóññåíà (6) èìåþò ìåñòî:

1) èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

ε2n,q(φ, x, V2n,q, Aq) = − r

π(m+ 1)

π∫
−π

φ(cos τ) cosψn(r,τ,θ)√
1− 2r cos(τ − θ) + r2

×

×

√√√√1− 2πm+1
q (r,τ) cos((m+ 1)Ωq(r,τ,θ)) + π

2(m+1)
q (r,τ)

1− 2πq(r,τ) cosΩq(r,τ,θ) + π2q(r,τ)
πmq (r,τ) dτ,

ãäå âåëè÷èíû πq(r,τ) è ωq(u) îïðåäåëåíû â òåîðåìå 20,

ψn(r,τ,θ) = arg

(
1− ωm+1

q (rz)ωm+1
q (ξ)

(r − z/ξ)(1− ωq(rz)ωq(ξ))
ωm
q (rz)ω

m
q (ξ)

)
,

Ωq(r,τ,θ) = arg(ωq(rz)ωq(ξ)), ξ = eiθ, z = eiτ ;
2) ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà

ε2n,q(φ,V2n,q,Aq) ⩽
r

π(m+ 1)
max

x∈[−1, 1]

π∫
−π

1− πm+1
q (r,τ)

1− πq(r,τ)

πmq (r,τ)dτ√
1− 2r cos(τ − θ) + r2

.

Ðàññìîòðèì âåðõíþþ ãðàíü

E(0)
n (V

(0)
2n ) = sup

φ, ||φ||C[−1, 1]⩽1

||fr(φ, x)− V
(0)
2n (fr(φ, ·),x)||C[−1, 1]

óêëîíåíèé ñóìì Âàëëå Ïóññåíà ïîëèíîìèàëüíîãî ðÿäà Ôóðüå � ×åáûø¼âà íà
êëàññàõ èíòåãðàëîâ Ïóàññîíà.

Ñëåäñòâèå 12 [6�A]. Äëÿ ïðèáëèæåíèé íà êëàññàõ èíòåãðàëîâ Ïóàññî�
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íà ñóììàìè Âàëëå Ïóññåíà ïîëèíîìèàëüíîãî ðÿäà Ôóðüå � ×åáûø¼âà èìååò

ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî:

E(0)
n (V

(0)
2n ) =

4rn+2

π2(n+ 1)
Kn(r) +O

(
rn+1

(n+ 1)2

)
, r ∈ (0, 1), n→ ∞, (15)

ãäå

Kn(r) =

π∫
0

√
1− 2rn+1 cosnτ + r2n+2

1− 2r cos τ + r2
dτ.

Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî (15) åñòü àëãåáðàè÷åñêèé àíàëîã ðåçóëüòàòà
À. Ñ. Ñåðäþêà (2004) áåç óñëîâèé íóëåâîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ íà ïåðèîäå ãðà�
íè÷íîé ôóíêöèè φ.

Òåîðåìà 23 [6�A]. Äëÿ ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé èíòåãðàëîâ Ïóàñ�

ñîíà ñ ãðàíè÷íîé ôóíêöèåé φs(x) íà îòðåçêå [−1, 1] ñóììàìè Âàëëå Ïóññåíà

ðàöèîíàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ôóðüå � ×åáûø¼âà ñ äâóìÿ ãåî�

ìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûìè ïîëþñàìè ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñâåðõó

ε4n(φs, V2n,2) ⩽ γ(r, s)

(
r2

1 +
√
1− r4

)n
r2

n2+
s
4

(1 + o(1)), n→ ∞.

Âåëè÷èíà γ(r, s) ìîæåò áûòü âûïèñàíà â ÿâíîì âèäå. Ïðè ýòîì
Ñëåäñòâèå 13 (Ïîëèíîìèàëüíûé ñëó÷àé) [6�A]. Äëÿ ðàâíîìåðíûõ

ïðèáëèæåíèé èíòåãðàëîâ Ïóàññîíà ñ ãðàíè÷íîé ôóíêöèåé φs(x) = |x|s, s >
0, íà îòðåçêå [−1, 1] ñóììàìè Âàëëå Ïóññåíà ïîðÿäêà 4n, n + 1 > s/2,
ïîëèíîìèàëüíîãî ðÿäà Ôóðüå � ×åáûø¼âà ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðà�

âåíñòâî

ε
(0)
4n (φs, V

(0)
2n ) ∼ 21−ssΓ(s)

π(1− r2)2

∣∣∣sin πs
2

∣∣∣ r2n+2

(n+ 1)s+2
, r ∈ (0, 1), n→ ∞.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ñóììû Âàëëå Ïóññåíà îáåñïå÷èâàþò ðàâíîìåð�
íûå ðàöèîíàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ èññëåäóåìîé ôóíêöèè ñî ñêîðîñòüþ âûøå â
ñðàâíåíèè ñ ðàöèîíàëüíûìè èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðàìè Ôóðüå � ×åáûø¼âà.

Èññëåäóåì àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëîâ Ïóàññîíà ñóììàìè Ôåéåðà (7).
Òåîðåìà 24 [9�A]. Äëÿ ïðèáëèæåíèé èíòåãðàëîâ Ïóàññîíà ñ íåïðå�

ðûâíîé ãðàíè÷íîé ôóíêöèåé φ, ||φ||C[−1, 1] ⩽ 1, íà îòðåçêå [−1, 1] ñóììàìè
Ôåéåðà (7) èìåþò ìåñòî:

1) èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

εn(φ, x, σn,q, Aq) = − r

π(m+ 1)

+π∫
−π

φ(cos τ) cosψn(r,τ,θ)√
1− 2r cos(τ − θ) + r2

×
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×

√√√√1− 2πm+1
q (r,τ) cos((m+ 1)Ωq(r,τ,θ)) + π

2(m+1)
q (r,τ)

1− 2πq(r,τ) cosΩq(r,τ,θ) + π2q(r,τ)
dτ,

ãäå

ψn(r,τ,θ) = arg
1− ωm+1

q (rz)ωm+1
q (ξ)

(r − z/ξ)(1− ωq(rz)ωq(ξ))
, Ωq(r,τ,θ) = arg(ωq(rz)ωq(ξ)),

âåëè÷èíû πq(r,τ) è ωq(u) îïðåäåëåíû â òåîðåìå 20;

2) ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà

εn(φ, σn,q, Aq) ⩽
r

π(m+ 1)
max

x∈[−1, 1]

+π∫
−π

1− π
2(m+1)
q (r,τ)

1− π2q(r,τ)

dτ√
1− 2r cos(τ − θ) + r2

.

Ðàññìîòðèì âåðõíþþ ãðàíü

E(0)
n (σ(0)n ) = sup

φ, ||φ||C[−1, 1]⩽1

||fr(φ, x)− σ(0)n (fr(φ, ·),x)||C[−1, 1]

óêëîíåíèé ñóìì Ôåéåðà ïîëèíîìèàëüíîãî ðÿäà Ôóðüå � ×åáûø¼âà íà êëàññàõ
èíòåãðàëîâ Ïóàññîíà.

Ñëåäñòâèå 14 [9�A]. Äëÿ ïðèáëèæåíèé íà êëàññàõ èíòåãðàëîâ Ïóàññî�
íà ñóììàìè Ôåéåðà ïîëèíîìèàëüíîãî ðÿäà Ôóðüå � ×åáûø¼âà èìååò ìåñòî

àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî:

E(0)
n (σ(0)n ) =

4r

π(1− r2)(n+ 1)
+O

(
rn+1

n+ 1

)
, r ∈ (0, 1), n→ ∞. (16)

Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî (16) åñòü àëãåáðàè÷åñêèé àíàëîã ðåçóëüòàòîâ
Î. À. Íîâèêîâà, Î. Ã. Ðîâåíñêîé è Þ. Â. Êîçà÷åíêî (2017, 2018, 2022) áåç
óñëîâèé íóëåâîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ íà ïåðèîäå ãðàíè÷íîé ôóíêöèè φ. Çíà÷å�
íèå óñòàíîâëåííîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâåíñòâà è â òîì, ÷òî îíî ïîëó÷åíî êàê
ñëåäñòâèå áîëåå îáùåãî ðàöèîíàëüíîãî ñëó÷àÿ.

Òåîðåìà 25 [9�A]. Äëÿ ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé èíòåãðàëîâ Ïóàñ�

ñîíà ñ ãðàíè÷íîé ôóíêöèåé φs(x) íà îòðåçêå [−1, 1] ñóììàìè Ôåéåðà ðàöè�

îíàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ôóðüå � ×åáûø¼âà ñ äâóìÿ ãåîìåòðè�

÷åñêè ðàçëè÷íûìè ïîëþñàìè ïðè n = 0,1,2, . . . èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

ε2n(φs, σ2n,2) ⩽
µ(r, s, α∗)

n+ 1
+O

(
1

n+ 1

(
r2

1 +
√
1− r4

)n+1
)
, s ∈ (0,2).

Ïðè ýòîì
Ñëåäñòâèå 15 (Ïîëèíîìèàëüíûé ñëó÷àé) [9�A]. Äëÿ ðàâíîìåðíûõ
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ïðèáëèæåíèé èíòåãðàëîâ Ïóàññîíà ñ ãðàíè÷íîé ôóíêöèåé φs(x) íà îòðåç�

êå [−1, 1] ñóììàìè Ôåéåðà ïîëèíîìèàëüíîãî ðÿäà Ôóðüå � ×åáûø¼âà ïðè

n = 0,1,2, . . . èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

ε
(0)
2n (φs, σ

(0)
2n ) ⩽

µ(r, s, 0)

n+ 1
+O

(
r2n+2

n+ 1

)
, s ∈ (0,2).

Êëàññ ôóíêöèé, çàäàâàåìûõ èíòåãðàëàìè Ïóàññîíà íà îòðåçêå [−1, 1],
ñîäåðæèò ôóíêöèè âûñîêîé ãëàäêîñòè. Âûøå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî òàêèå ôóíê�
öèîíàëüíûå êëàññû íå îòðàæàþò îñîáåííîñòè ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè
ñóììàìè Ôåéåðà. Âìåñòå ñ òåì èç ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ òåîðåìû 25 è ñëåä�
ñòâèÿ 14 âûòåêàåò, ÷òî ñïåöèàëüíûì âûáîðîì ïîëþñîâ ñêîðîñòü ñòðåìëåíèÿ
ê íóëþ âòîðîñòåïåííîãî ÷ëåíà îöåíêè ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ðàöèîíàëü�
íûìè ñóììàìè Ôåéåðà ìîæíî ñäåëàòü âûøå â ñðàâíåíèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèì
ïîëèíîìèàëüíûì àíàëîãîì.

Â ïÿòîé ãëàâå ¾Àïïðîêñèìàöèè ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëà ñ ÿäðîì Êîøè è
âåñîì ×åáûø¼âà âòîðîãî ðîäà¿ èññëåäóþòñÿ àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà ðà�
öèîíàëüíîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Ôóðüå � ×åáûø¼âà íà êëàññàõ ôóíêöèé,
çàäàâàåìûõ íà îòðåçêå [−1, 1] ñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëîì ñ ÿäðîì Êîøè è âåñîì
×åáûø¼âà âòîðîãî ðîäà:

f̂(x) =

+1∫
−1

f(t)

t− x

√
1− t2 dt, x ∈ [−1, 1]. (17)

Ýòè èíòåãðàëû ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè è ñóùåñòâóþò,
åñëè ïëîòíîñòü f(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ëþáîãî ïîðÿäêà.

Ðàöèîíàëüíûå àïïðîêñèìàöèè ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ âèäà (17) èññëå�
äîâàëè Â. Í. Ðóñàê (1993), À. Í. Áîêøà (1997), Â. Í. Ðóñàê è À. Õ. Óàçèñ
(2009). Âìåñòå ñ òåì â óêàçàííûõ ðàáîòàõ íå èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû, îñíî�
âàííûå íà ðÿäàõ Ôóðüå. Èçó÷èì ïðèáëèæåíèÿ ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëà (17) ñ
ïëîòíîñòüþ fs(x) = |x|s, s ∈ (0,+∞)\2N, òî åñòü êëàññà ôóíêöèé âèäà

f̂s(x) = 2x

1∫
0

ts

t2 − x2

√
1− t2 dt, x ∈ [−1, 1].

Ïîëîæèì n 7→ 2n− 1, n = 1,2, . . . , è ïóñòü 2n− 1 ïàðàìåòðîâ {zk}2n−1
k=1 àïïðîê�

ñèìèðóþùåé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

zk = iαk, αk ∈ [0,1), zk = −zn+k−1, k = 1,2, . . . , n− 1, z2n−1 = 0, (18)

z1 = z2 = . . . = zp = 0, p =
[s
2

]
, n > p.
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Òåîðåìà 26 [13�A; 14�A]. Äëÿ ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ñèíãóëÿð�

íîãî èíòåãðàëà f̂s(x) íà îòðåçêå [−1, 1] ðàöèîíàëüíûì èíòåãðàëüíûì îïåðà�

òîðîì Ôóðüå � ×åáûø¼âà (1) ñ ïàðàìåòðàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì

(18), èìååò ìåñòî îöåíêà ñâåðõó

ε2n−1(f̂s, sn, A) ⩽ ε∗2n−1(f̂s, sn, A), n ∈ N,

ãäå

ε∗2n−1(f̂s, sn, A) = 2
∣∣∣sin πs

2

∣∣∣ 1∫
0

ys−1

(1 + y)2(1− y2)
s
2

(
1− y

1 + y

)p
∣∣∣∣∣
n−p−1∏
k=1

βk − y

βk + y

∣∣∣∣∣ dy,
βk =

1− α2
p+k

1 + α2
p+k

, k = 1,2, . . . ,n− p− 1.

Òåîðåìà 27 [19�A]. Äëÿ ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ñèíãóëÿðíîãî èí�

òåãðàëà f̂s(x) íà îòðåçêå [−1, 1] ðàöèîíàëüíûì èíòåãðàëüíûì îïåðàòî�

ðîì Ôóðüå � ×åáûø¼âà ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð ïàðàìåòðîâ A∗, ÷òî ïðè

n = 1,2, . . . , âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ε2n−1(f̂s, s2n−1, A
∗) ⩽ c5(s)

√
ne−π

√
2sn, s ∈ (0,+∞)\2N,

ãäå c5(s) � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà, íå çàâèñÿùàÿ îò n, íî

çàâèñÿùàÿ îò s.

Ïóñòü Rn(A) � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé âèäà

rn(x, A) =
qn(x)∏n−1

k=1 (1 + akx)
, qn(x) ∈ Pn, A = (a1,a2, . . . ,an).

Äëÿ ôóíêöèè f̂s(x) îïðåäåëèì âåëè÷èíó

Rn(f̂s,[−1,1]) = inf
rn∈Rn(A)

||f̂s(x)− rn(x, A)||C[−1,1].

Î÷åâèäíî, ÷òî Rn(f̂s,[−1,1]) ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì èññëåäóåìîãî
êëàññà ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ íà îòðåçêå [−1,1] ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè
ïîðÿäêà íå âûøå n.

Ñëåäñòâèå 16 [19�A]. Ïðè n = 1,2, . . . èìååò ìåñòî îöåíêà ñâåðõó

Rn(f̂s,[−1,1]) ⩽ c5(s)
√
ne−π

√
sn, s ∈ (0,+∞)\2N.

Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû òåîðåìû 27 è èçâåñòíûå îöåíêè íàèëó÷øèõ ðàâ�
íîìåðíûõ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïëîòíîñòè |x|s íà îòðåçêå [−1,1], óñòà�
íîâëåííûå Ã. Øòàëåì, ïîçâîëÿþò çàêëþ÷èòü, ÷òî, ïî-âèäèìîìó, ìíîæèòåëü

√
n

â îöåíêå ïîñëåäíåãî ñëåäñòâèÿ ìîæíî îïóñòèòü.
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Âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì ìàæîðàíòû ðàâíîìåðíûõ
ïðèáëèæåíèé, ïîëó÷åííûì â òåîðåìå 26, è íàéäåì îöåíêó ðàâíîìåðíûõ ïðèáëè�
æåíèé â ñëó÷àå, êîãäà ïàðàìåòðû βk, k = 1,2, . . . ,n−p−1, ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè
ìîäèôèêàöèÿìè ¾íüþìåíîâñêèõ¿ ïàðàìåòðîâ.

Òåîðåìà 28 [13�A; 14�A]. Äëÿ ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ñèíãóëÿð�

íîãî èíòåãðàëà f̂s(x) íà îòðåçêå [−1, 1] ðàöèîíàëüíûì èíòåãðàëüíûì îïå�

ðàòîðîì Ôóðüå �×åáûø¼âà ñ ïàðàìåòðàìè βk = e−
πk

2
√
sn , k = 1,2, . . . ,n− p− 1,

ïðè n = 1,2, . . . ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñâåðõó

ε2n−1(f̂s, s2n−1) ⩽ c6(s)
√
ne−

π
2

√
sn, s ∈ (0,+∞)\2N,

ãäå c6(s) � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà, íå çàâèñÿùàÿ îò n, íî
çàâèñÿùàÿ îò s.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî îöåíêà â òåîðåìå 28 óñòóïàåò ïî ñêîðîñòè îöåíêå
â òåîðåìå 27. Îñîáåííîñòü ðåçóëüòàòîâ â òåîðåìå 28 ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè ïî�
ëó÷åíû íà ïàðàìåòðàõ àïïðîêñèìèðóþùåé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè, ÿâíûé âèä
êîòîðûõ èçâåñòåí.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ôèêñèðîâàííîãî êîëè÷åñòâà ïîëþñîâ ó àïïðîêñèìè�
ðóþùåé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 29 [13�A; 14�A]. Äëÿ ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ñèíãóëÿðíî�

ãî èíòåãðàëà f̂s(x) íà îòðåçêå [−1, 1] ðàöèîíàëüíûì èíòåãðàëüíûì îïåðàòî�

ðîì Ôóðüå � ×åáûø¼âà, îáðàçîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ

ñ 2q ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûìè ïîëþñàìè, ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñâåðõó

ε2n−1,2q(f̂s, s2n−1,2q) ⩽
∣∣∣sin πs

2

∣∣∣ c(s, q)( ln2q−1 n

n2q

)s

, n > n0(s),

n0(s) � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå îò s.
Âåëè÷èíà c(s, q) íàéäåíà â ÿâíîì âèäå. Ïðè ýòîì

Ñëåäñòâèå 17 (Ïîëèíîìèàëüíûé ñëó÷àé) [13�A; 14�A]. Äëÿ ðàâíî�

ìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèè f̂s(x) íà îòðåçêå [−1, 1] ïîëèíîìèàëüíûìè
ñóììàìè Ôóðüå �×åáûø¼âà ïîðÿäêà n, n > s/2, èìååò ìåñòî îöåíêà

ε
(0)
2n−1(f̂s, s

(0)
2n−1) ⩽ 21−s

∣∣∣sin πs
2

∣∣∣ Γ(s)
ns

(1 + o(1)), n→ ∞.

Ââåäåì îïåðàòîð

ŝn+1(f, x) =

1∫
−1

sn(f, t)

t− x

√
1− t2 dt, x ∈ [−1, 1], (19)

ãäå sn(·, ·) � ðàöèîíàëüíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ôóðüå � ×åáûø¼âà. Èçâåñò�
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íî, ÷òî îáðàç ŝn+1(·, ·) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ ïîðÿäêà íå
âûøå n+ 1 ñ òåìè æå ïîëþñàìè, ÷òî è ó sn(f, x).

Òåîðåìà 30 [19�A]. Äëÿ ïðèáëèæåíèé ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëà f̂s(x)
íà îòðåçêå [−1, 1] ðàöèîíàëüíûì èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì (19) ñóùåñòâó�

åò òàêîé íàáîð ïàðàìåòðîâ A∗, ÷òî ïðè n = 0,1,2, . . . âûïîëíÿåòñÿ íåðà�

âåíñòâî

|f̂s(x)− ŝ2n+1(fs, x)| ⩽
√
1− x2c7(s)

√
ne−π

√
2sn, s ∈ (0,+∞)\2N,

ãäå c7(s) � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà, íå çàâèñÿùàÿ îò n, íî
çàâèñÿùàÿ îò s.

Íàéäåì îöåíêó ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé â ñëó÷àå, êîãäà ïàðàìåòðû àï�
ïðîêñèìèðóþùåé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè ìîäèôèêàöèÿ�
ìè ¾íüþìåíîâñêèõ¿ ïàðàìåòðîâ.

Òåîðåìà 31 [13�A; 14�A]. Äëÿ ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ñèíãóëÿð�

íîãî èíòåãðàëà f̂s(x) íà îòðåçêå [−1, 1] ðàöèîíàëüíûì èíòåãðàëüíûì îïå�

ðàòîðîì (13) ñ ïàðàìåòðàìè βk = e−
πk

2
√
sn , k = 1,2, . . . ,n− p, ïðè n = 0,1,2, . . .

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ε̂2n+1(fs, ŝ2n+1) ⩽ c6(s)
√
ne−

π
2

√
ns, s ∈ (0,+∞)\2N,

ãäå âåëè÷èíà c6(s) àíàëîãè÷íà ñîîòâåòñòâóþùåé âåëè÷èíå â òåîðåìå 28.

Èññëåäóåì àïïðîêñèìàöèè ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëà f̂s(x) ñóììàìè Àáå�
ëÿ � Ïóàññîíà (8) ðàöèîíàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ôóðüå � ×åáûø¼âà
(8). Óêàçàííàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïî íåñêîëüêèì ïðè÷èíàì. Âî-ïåð�
âûõ, ïîëèíîìèàëüíûé àíàëîã èññëåäóåìîãî ìåòîäà ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìà�
öèè ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì ñ ïîëîæèòåëüíûì ÿäðîì. Ïîäîáíûõ
èññëåäîâàíèé íà êëàññàõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ ñ ÿäðîì òèïà Êîøè íà îò�
ðåçêå [−1,1] ðàíåå íå ïðîâîäèëîñü. Âî-âòîðûõ, èññëåäîâàíèå ïîçâîëèò ñäåëàòü
çàêëþ÷åíèå â òîì ÷èñëå è î ïîðÿäêàõ ðàâíîìåðíûõ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæå�
íèé íà êëàññàõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ f̂s(x) ñóììàìè Ôåéåðà ðàöèîíàëüíûõ
èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ôóðüå � ×åáûø¼âà (8).

Òåîðåìà 32 [17�A]. Äëÿ ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ñèíãóëÿðíîãî èí�

òåãðàëà f̂s(x) ñóììàìè Àáåëÿ � Ïóàññîíà ðàöèîíàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ îïå�

ðàòîðîâ Ôóðüå � ×åáûø¼âà ïðè r → 1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè ñâåðõó

εr,q(f̂s, Pr,q) ⩽


ν(s, q)(1− r)1−

(1−s)q

1+s , s ∈ (0, 1),

2√
3
(1− r)

√
lnq

1

1− r
, s = 1,

O(1− r), s ∈ (1,+∞),
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ãäå lnq
1

1−r = 1 + ln (1 + . . . ln (1 + ln ln 1/(1− r)))︸ ︷︷ ︸
q ðàç

.

Ïðè ýòîì
Ñëåäñòâèå 18 (Ïîëèíîìèàëüíûé ñëó÷àé) [17�A]. Ñïðàâåäëèâû îöåíêè

ε(0)r (f̂s P
(0)
r ) ⩽


sin

πs

2

21−sπ(1− r)s

sinπs
+O(1− r), s ∈ (0, 1),

(1− r) ln
1

1− r
+O(1− r), s = 1,

O(1− r), s ∈ (1,+∞).

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî 1−(1− s)q/(1+s) > s, s ∈ (0,1), q = 1,2, . . . . Ñëå�
äîâàòåëüíî, ïðè s ∈ (0,1] ðàöèîíàëüíûå ñóììû Àáåëÿ � Ïóàññîíà îñóùåñòâëÿ�
þò ëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ â ñðàâíåíèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîëèíîìèàëüíûìè
àíàëîãàìè.

Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåííûì ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó îöåíêàìè ðàâíî�
ìåðíûõ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ñóììàìè Ôåéåðà è Àáåëÿ � Ïóàññîíà,
ìîæíî ñäåëàòü âûâîäû, ÷òî äëÿ íàèëó÷øèõ ðàâíîìåðíûõ ðàöèîíàëüíûõ ïðè�
áëèæåíèé ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ f̂s(x) ñóììàìè Ôåéåðà ðàöèîíàëüíûõ èíòå�
ãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ôóðüå � ×åáûø¼âà âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè ñâåðõó

ε2n,q(f̂s, σ2n,q) ⩽



γ(s, q)

(n+ 1)1−
(1−s)q

1+s

, s ∈ (0, 1),

γ(1, q)

√
lnq(n+ 1)

n+ 1
, s = 1,

O

(
1

n+ 1

)
, s ∈ (1,+∞),

ãäå ôóíêöèÿ γ(s, q) ìîæåò áûòü âûïèñàíà â ÿâíîì âèäå.
Â øåñòîé ãëàâå ¾Ñóììû Ðèññà è èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû Ôóðüå � ×å�

áûø¼âà â ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé ñî ñòåïåííîé îñîáåííîñòüþ¿
ââîäÿòñÿ ñóììû Ðèññà è Çèãìóìíäà � Ðèññà ðàöèîíàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ îïå�
ðàòîðîâ Ôóðüå � ×åáûø¼âà è èññëåäóþòñÿ íåêîòîðûå èõ àïïðîêñèìàöèîííûå
ñâîéñòâà. Ñîñòàâèì ñóììû

R2,1
n,q(f, x) =

1

(m+ 1)2

m∑
k=0

(2k + 1)skq,q(f, x), x ∈ [−1, 1], m ∈ N ∪ {0}, (20)

R1,2
n,q(f, x) =

1

(m+ 1)2

m∑
k=0

(2(m− k) + 1)skq,q(f, x), m ∈ N ∪ {0}, (21)

ãäå skq,q(·,·) � ðàöèîíàëüíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ôóðüå � ×åáûø¼âà, îáðà�
çîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà kq, k = 0,1,2, . . . ,m, c q
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ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûìè ïîëþñàìè.
Âûðàæåíèÿ (20) è (21) åñòåñòâåííî íàçâàòü ñîîòâåòñòâåííî ñóììàìè Çèãìóí�

äà � Ðèññà (Ã. Õàðäè (1951), J. Boos (2000)) è ñóììàìè Ðèññà (Ã. Õàðäè
(1951)) ðàöèîíàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ôóðüå � ×åáûø¼âà. Èç ïðåä�
ñòàâëåíèé (20) è (21) ñëåäóåò, ÷òî

Rλ,δ
n,q(f, x) =

pn (x)

(
∏q

k=1 (1 + akx))
m , pn(x) ∈ Pn, λ,δ = 1,2, Rλ,δ

n,q(1, x) ≡ 1.

Èññëåäóåì ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè fs(x) = |x|s, s ∈ (0, 2), íà îòðåçêå [−1,1]
ñóììàìè Çèãìóíäà � Ðèññà (20). Ïóñòü 2n ïàðàìåòðîâ àïïðîêñèìèðóþùåé ðà�
öèîíàëüíîé ôóíêöèè çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì

zk = iαk, zk+q = −iαk, k = 1,2, . . . ,q, n = mq.

Òåîðåìà 33 [11�A]. Äëÿ ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèè fs(x) íà
îòðåçêå [−1,1] ñóììàìè Çèãìóíäà � Ðèññà èìååò ìåñòî îöåíêà:

ε2n,2q(fs, R
2,1
2n,2q, A2q) ⩽

2

π(m+ 1)2
sin

πs

2

1∫
0

us−1

(1 + u)(1− u2)
s
2

×

×1 + |πq(u)| − (2m+ 3)|πq(u)|m+1 + (2m+ 1)|πq(u)|m+2

(1− |πq(u)|)2
du, n ∈ N,

ãäå

πq(u) =

q∏
k=1

βk − u

βk + u
, βk =

1− α2
k

1 + α2
k

.

Óñòàíîâëåííîå â òåîðåìå 33 èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ìàæîðàíòû ðàâ�
íîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå îöåíêè ðàâíîìåðíûõ
ïðèáëèæåíèé ñóììàìè Çèãìóíäà � Ðèññà â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ àïïðîê�
ñèìèðóþùåé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.

Íàéäåì íàèëó÷øóþ ìàæîðàíòó ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèè fs(x)
ñóììàìè Çèãìóíäà � Ðèññà (20) ïóòåì ïîèñêà îïòèìàëüíîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ
βk = 1, k = 1,2, . . . ,q.

Òåîðåìà 34 [11�A]. Äëÿ ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèè fs(x) ñóì�
ìàìè Çèãìóíäà � Ðèññà (20) ñïðàâåäëèâû îöåíêè ñâåðõó

ε2n,2q(fs,R
2,1
n,q) ⩽

µ(s, q)

(n+ 1)
2
(
1− 2−s

2+s(
2−s
2 )

q−1
) (1 + o(1)), n→ ∞.

Ôóíêöèÿ µ(s, q) íàéäåíà íàìè â ÿâíîì âèäå. Ïðè ýòîì
Ñëåäñòâèå 19 (Ïîëèíîìèàëüíûé ñëó÷àé) [11�A]. Äëÿ ðàâíîìåðíûõ

ïðèáëèæåíèé ôóíêöèè fs(x) ñóììàìè Çèãìóíäà � Ðèññà ïîëèíîìèàëüíîãî
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ðÿäà Ôóðüå � ×åáûø¼âà ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà

ε
(0)
2n (fs,R

(0)
n ) ∼ 1

π
sin

πs

2

22−sΓ(s)

(2− s)(n+ 1)s
, n→ ∞.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ñëåäñòâèè 19 íàéäåíà èìåííî àñèìïòîòè÷åñêàÿ
îöåíêà ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé. Ýòîò ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç òî÷íîñòè îöåíêè
â òåîðåìå 33 â ïîëèíîìèàëüíîì ñëó÷àå. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî 2(1 − ((2 −
s)/(2 + s))((2 − s)/2)q−1) > s, q = 1,2, . . . . Ñëåäîâàòåëüíî, ðàöèîíàëüíûå ñóì�
ìû Çèãìóíäà � Ðèññà îñóùåñòâëÿþò ëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè fs(x) â
ñðàâíåíèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîëèíîìèàëüíûìè àíàëîãàìè.

Èññëåäóåì ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè fγ(x) = (1− x)γ, γ ∈ (0, 1), íà îòðåçêå
[−1,1] ñóììàìè Ðèññà (21).

Òåîðåìà 35 [19�A]. Äëÿ ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèè fγ(x) íà
îòðåçêå [−1, 1] ñóììàìè Ðèññà (21) èìååò ìåñòî îöåíêà

εn,q(fγ, R
1,2
n,q, Aq) ⩽

21+γ sinπγ

π(m+ 1)2

1∫
0

u2γ−1

(1 + u)(1− u2)γ
×

×(2m+ 1)− (2m+ 3)|πq(u)|+ |πq(u)|m+1 + |πq(u)|m+2

(1− |πq(u)|)2
du, n ∈ N,

ãäå

πq(u) =

q∏
k=1

βk − u

βk + u
, βk =

1− αk

1 + αk
, βk ∈ (0, 1].

Âàæíîñòü ðåçóëüòàòà, ïîëó÷åííîãî â òåîðåìå 35, ñîñòîèò â âîçìîæíîñòè
ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå îöåíêè ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ñóììàìè Ðèññà â çàâè�
ñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ àïïðîêñèìèðóþùåé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.

Óñòàíîâèì íàèëó÷øóþ îöåíêó ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèè fγ(x)
ñóììàìè Ðèññà (21) ïóòåì âûáîðà îïòèìàëüíîãî äëÿ ýòîé çàäà÷è íàáîðà ïàðà�
ìåòðîâ βk, k = 1,2, . . . ,q.

Òåîðåìà 36 [19�A]. Äëÿ ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèè fγ(x)
ñóììàìè Ðèññà (21) ñïðàâåäëèâû íàèëó÷øèå îöåíêè ñâåðõó

εn,q(fγ,R
1,2
n,q) ⩽



µ(q, γ)

(n+ 1)1−
(1−2γ)q

1+2γ

+O

(
1

n+ 1

)
, γ ∈

(
0,

1

2

)
,

4q
√
π − 2

π

√
lnq(n+ 1)

n+ 1
+O

(
1

n+ 1

)
, γ =

1

2
,

O

(
1

n+ 1

)
, γ ∈

(
1

2
, 1

)
,

ãäå lnq(n+ 1) = 1 + ln(1 + ln(1 + . . .+ ln ln(n+ 1)))︸ ︷︷ ︸
q ðàç

.
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Âåëè÷èíà µ(q, γ) ìîæåò áûòü âûïèñàíà íàìè â ÿâíîì âèäå. Ïðè ýòîì
Ñëåäñòâèå 20 (Ïîëèíîìèàëüíûé ñëó÷àé) [19�A]. Ïðè n → ∞ ñïðà�

âåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà

ε(0)n (fγ, R
(0)
n ) =



22−γ sinπγΓ(2γ)

π(1− 2γ)(2− 2γ)(n+ 1)2γ
+O

(
1

n+ 1

)
, γ ∈

(
0,
1

2

)
,

23/2 ln(n+ 1)

π(n+ 1)
+O

(
1

n+ 1

)
, γ =

1

2
,

O

(
1

n+ 1

)
, γ ∈

(
1

2
, 1

)
.

Àíàëîãè÷íî îöåíêå, óñòàíîâëåííîé â ñëåäñòâèè 19, îáðàòèì âíèìàíèå,
÷òî â ñëåäñòâèè 20 íàéäåíà èìåííî àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà ðàâíîìåðíûõ ïðè�
áëèæåíèé. Ýòîò ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç òî÷íîñòè îöåíêè â òåîðåìå 35 â ïîëèíî�
ìèàëüíîì ñëó÷àå.

Ïîñêîëüêó èññëåäóåìûå ìåòîäû ñóììèðîâàíèÿ Çèãìóíäà � Ðèññà è Ðèññà
âîñõîäÿò ñâîèìè êîðíÿìè ê îäíîìó ñåìåéñòâó äâóõïàðàìåòðîâûõ ìåòîäîâ ñóì�
ìèðîâàíèÿ Ðèññà ðÿäîâ Ôóðüå, òî èíòåðåñíî ñðàâíèòü íàèëó÷øèå îöåíêè ðàâ�
íîìåðíûõ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé ñî ñòåïåííîé îñîáåííîñòüþ
ââåäåííûìè ìåòîäàìè. Èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî íåñìîòðÿ
íà ñõîæåñòü êîýôôèöèåíòîâ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö ââåäåííûõ ìåòîäîâ, íàéäåí�
íûå îöåíêè èìåþò ïðèíöèïèàëüíûå îòëè÷èÿ. Òàê, ìåòîä Ðèññà âåäåò ñåáÿ êàê
ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûì ÿäðîì è â ñëó÷àå àïïðîêñèìèðóåìîé
ôóíêöèè âûñîêîé ãëàäêîñòè óëó÷øèòü ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ðàâíîìåðíûõ ïðè�
áëèæåíèé â ñðàâíåíèè ñ ïîëèíîìèàëüíûì ñëó÷àåì íåëüçÿ. Â òî æå âðåìÿ ìå�
òîä Çèãìóíäà � Ðèññà ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëèíîìèàëüíûå
îöåíêè äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà s ∈ (0,2).

Èññëåäóåì àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè |x|s, s ∈ (0,+∞)\2N, ðàöèîíàëüíûì
èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì Ôóðüå � ×åáûø¼âà ñ ïðîèçâîëüíûì êîëè÷åñòâîì ïî�
ëþñîâ. Èçâåñòíî [2�A], ÷òî

ε2n(|x|s, s2n, A) ⩽ ε∗2n(|x|s, s2n, A), n ∈ N,

ãäå

ε∗2n(|x|s, s2n, A) =
2

π

∣∣∣sin πs
2

∣∣∣ 1∫
0

us−1

(1− u2)
s
2

(
1− u

1 + u

)r
∣∣∣∣∣
m∏
k=1

βk − u

βk + u

∣∣∣∣∣ du, n = m+ r.

Óêàçàííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü îöåíêè ñâåðõó ðàâíîìåðíûõ ðàöèî�
íàëüíûõ ïðèáëèæåíèé èññëåäóåìîé ôóíêöèè ðàöèîíàëüíûì èíòåãðàëüíûì îïå�
ðàòîðîì Ôóðüå � ×åáûø¼âà.

Òåîðåìà 37 [19�A]. Äëÿ ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèè |x|s íà
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îòðåçêå [−1, 1] ðàöèîíàëüíûì èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì Ôóðüå � ×åáûø¼âà

(2) ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð ïàðàìåòðîâ A∗, ÷òî ïðè n = 0,1,2, . . . âûïîë�
íÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

c8(s)e
−π

√
2sn ⩽ ε2n(|x|s, A∗) ⩽ c9(s)

√
ne−π

√
2sn, s ∈ (0,+∞)\2N.

Íàéäåì îöåíêó ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé â ñëó÷àå, êîãäà ïàðàìåòðû àï�
ïðîêñèìèðóþùåé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè ìîäèôèêàöèÿ�
ìè ¾íüþìåíîâñêèõ¿ ïàðàìåòðîâ.

Òåîðåìà 38 [7�A]. Äëÿ ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèè |x|s íà

îòðåçêå [−1, 1] ðàöèîíàëüíûì èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì Ôóðüå � ×åáûø¼âà

ñ ïàðàìåòðàìè βk = e−
πk

2
√
sn , k = 1,2, . . . ,n, ïðè n = 0,1,2, . . . âûïîëíÿþòñÿ

íåðàâåíñòâà

ε2n(|x|s, A) ⩽ c10(s)
√
ne−

π
2

√
sn, s ∈ (0,+∞)\2N.

Èíòåðåñíî ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå â òåîðåìàõ 37 è 38 îöåíêè ñ îöåíêîé
íàèëó÷øèõ ðàâíîìåðíûõ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèè |x|s, óñòàíîâ�
ëåííîé Ã. Øòàëåì (2003)

Rn(|x|s,[−1, 1]) = 41+
s
2

∣∣∣sin πs
2

∣∣∣ e−π
√
sn(1 + o(1)), n→ ∞.

Ìîæíî îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî îöåíêà ñâåðõó â òåîðåìå 37 ëèøü íà ìíîæè�
òåëü

√
n óñòóïàåò îöåíêå Ã. Øòàëÿ, à òàêæå, ÷òî îöåíêà ñâåðõó â òåîðåìå 38

äîñòèæèìà íà íàáîðå ïàðàìåòðîâ, ÿâíûé âèä êîòîðûõ èçâåñòåí.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè
1. Ïîñòðîåíû Ñóììû Ôåéåðà, Âàëëå Ïóññåíà, Àáåëÿ � Ïóàññîíà, Ðèññà

è Çèãìóíäà � Ðèññà ðàöèîíàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ôóðüå � ×åáû�
ø¼âà è óñòàíîâëåíû èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïðèáëèæåíèé ïîñòðîåííûìè
ìåòîäàìè íà êëàññàõ ôóíêöèé ñî ñòåïåííîé îñîáåííîñòüþ, ôóíêöèé Ìàðêîâà,
èíòåãðàëîâ Ïóàññîíà íà îòðåçêå, ôóíêöèé, çàäàâàåìûõ ñèíãóëÿðíûì èíòåãðà�
ëîì ñ ÿäðîì Êîøè è âåñîì ×åáûø¼âà âòîðîãî ðîäà [3�A; 5�A; 6�A; 9�A�11�A;
17�A; 18�A; 20�A; 27�A].

2. Ïîñòðîåíû ñîïðÿæåííûé ðàöèîíàëüíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ôó�
ðüå � ×åáûø¼âà, åãî ñóììû Ôåéåðà, Âàëëå Ïóññåíà, Àáåëÿ � Ïóàññîíà è óñòà�
íîâëåíû èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïðèáëèæåíèé ââåäåííûìè ìåòîäàìè íà
êëàññàõ ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [4�A; 8�A; 15�A; 16�A; 19�A].

3. Íàéäåíû îöåíêè ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ðàöèîíàëüíûì èíòåãðàëü�
íûì îïåðàòîðîì Ôóðüå � ×åáûø¼âà, åãî ñóììàìè Ôåéåðà, Âàëëå Ïóññåíà, Àáå�
ëÿ � Ïóàññîíà, Ðèññà è Çèãìóíäà � Ðèññà íà êëàññàõ ôóíêöèé ñî ñòåïåííîé
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îñîáåííîñòüþ, à òàêæå íà êëàññàõ ôóíêöèé Ìàðêîâà, èíòåãðàëîâ Ïóàññîíà íà
îòðåçêå, ôóíêöèé, çàäàâàåìûõ ñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëîì ñ ÿäðîì Êîøè è âåñîì
×åáûø¼âà âòîðîãî ðîäà, ó êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî ïðîèçâîäíàÿ ìåðû, ãðàíè÷�
íàÿ ôóíêöèÿ è ïëîòíîñòü ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôóíêöèè ñî ñòåïåííîé îñîáåííî�
ñòüþ. Îöåíêè ñâåðõó ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé íà êëàññàõ ôóíêöèé Ìàðêîâà
è ôóíêöèé ñî ñòåïåííîé îñîáåííîñòüþ ðàöèîíàëüíûìè èíòåãðàëüíûìè îïåðà�
òîðàìè Ôóðüå � ×åáûø¼âà ëèøü íà ìíîæèòåëü

√
n óñòóïàþò èçâåñòíûì îöåí�

êàì íàèëó÷øèõ ðàâíîìåðíûõ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé, òî åñòü ÿâëÿþòñÿ
áëèçêèìè ê íàèëó÷øèì. Îöåíêè ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé íà êëàññàõ ñèíãó�
ëÿðíûõ èíòåãðàëîâ ñ ÿäðîì Êîøè è âåñîì ×åáûø¼âà âòîðîãî ðîäà ðàöèîíàëü�
íûì èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì Ôóðüå � ×åáûø¼âà è åãî îáðàçîì ïîçâîëÿþò
ñôîðìóëèðîâàòü ïðåäïîëîæåíèÿ îá îöåíêàõ íàèëó÷øèõ ðàâíîìåðíûõ ðàöèî�
íàëüíûõ ïðèáëèæåíèé íà ýòèõ êëàññàõ. Ïðè èññëåäîâàíèè àïïðîêñèìàöèé íà
óêàçàííûõ êëàññàõ ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè ñ ôèêñèðîâàííûì êîëè÷åñòâîì
ïîëþñîâ íàéäåíî àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå ìàæîðàíòû ðàâíîìåðíûõ ïðèáëè�
æåíèé è îïòèìàëüíûé íàáîð ïàðàìåòðîâ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, ïðè êîòîðûõ
ýòà ìàæîðàíòà èìååò íàèáîëüøóþ ñêîðîñòü óáûâàíèÿ [1�A�3�A; 5�A�7�A;
9�A�14�A; 17�A�19�A; 21�A; 22�A; 24�A; 27�A�29�A; 31�A�35�A].

4. Íàéäåíû îöåíêè ðàâíîìåðíûõ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ñîïðÿæåí�
íûìè ðàöèîíàëüíûìè èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðàìè Ôóðüå � ×åáûø¼âà, èõ ñóì�
ìàìè Ôåéåðà, Âàëëå Ïóññåíà è Àáåëÿ � Ïóàññîíà íà êëàññàõ ñîïðÿæåííûõ
ôóíêöèé íà îòðåçêå [−1, 1] ñ ïëîòíîñòüþ, èìåþùåé ñòåïåííóþ îñîáåííîñòü.
Îöåíêè ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ñîïðÿæåííûì ðàöèîíàëüíûì èíòåãðàëüíûì
îïåðàòîðîì Ôóðüå � ×åáûø¼âà ñîîòâåòñòâóþò èçâåñòíûì îöåíêàì íàèëó÷øèõ
ðàâíîìåðíûõ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïëîòíîñòåé èññëåäóåìûõ êëàññîâ ñî�
ïðÿæåííûõ ôóíêöèé. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü ïðåä�
ïîëîæåíèÿ îá îöåíêàõ íàèëó÷øèõ ðàâíîìåðíûõ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé íà
ýòèõ êëàññàõ. Ïðè èññëåäîâàíèè àïïðîêñèìàöèé íà óêàçàííûõ êëàññàõ ñîïðÿ�
æåííûìè ðàöèîíàëüíûìè èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðàìè ñ ôèêñèðîâàííûì êîëè�
÷åñòâîì ïîëþñîâ äëÿ êàæäîãî èç ìåòîäîâ íàéäåíî àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå
ìàæîðàíòû ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé, çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðîâ àïïðîêñèìè�
ðóþùèõ ôóíêöèé è îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ìà�
æîðàíòà èìååò íàèáîëüøóþ ñêîðîñòü óáûâàíèÿ [4�A; 8�A; 15�A; 16�A; 25�A;
30�A].

5. Íàéäåíû ýôôåêòèâíûå îöåíêè ñâåðõó ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ðà�
öèîíàëüíûì èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì Ôóðüå � ×åáûø¼âà ñ ïîëþñàìè ¾íüþ�
ìåíîâñêîãî¿ âèäà íà êëàññàõ ôóíêöèé Ìàðêîâà, ôóíêöèé, çàäàâàåìûõ ñèíãó�
ëÿðíûìè èíòåãðàëàìè ñ ÿäðîì Êîøè è âåñîì ×åáûø¼âà âòîðîãî ðîäà, ôóíêöèé
ñî ñòåïåííîé îñîáåííîñòüþ [4�A; 7�A; 13�A; 14�A; 23�A; 26�A; 31�A].

Ðåêîìåíäàöèè ïî ïðàêòè÷åñêîìó èñïîëüçîâàíèþ ðåçóëüòàòîâ
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Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçî�
âàíû â èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé è ðàçâèòèè ìåòîäîâ
÷èñëåííîãî àíàëèçà. Òàêæå âîçìîæíî èõ ïðèìåíåíèå äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåò�
íûõ çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ äëÿ ñòóäåíòîâ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ
âíåäðåíû â ó÷åáíûé ïðîöåññ ó÷ðåæäåíèÿ îáðàçîâàíèÿ ¾Ãðîäíåíñêèé ãîñóäàð�
ñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè ßíêè Êóïàëû¿ (àêòû �03-8/064 îò 17.11.2023,
�03-8/035 îò 26.11.2024).
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iíòýãðàëû Ïóàñîíà

Ìýòà äàñëåäàâàííÿ: àòðûìàöü íîâûÿ àïðàêñiìàöûéíûÿ ²ëàñöiâàñöi ðà�
öûÿíàëüíàãà iíòýãðàëüíàãà àïåðàòàðà Ôóð'å � ×àáûøîâà, ðàñïðàöàâàöü íîâûÿ
ìåòàäû ðàöûÿíàëüíàé àïðàêñiìàöûi øëÿõàì ïàáóäîâû ÿãî ñóì Ôåéåðà, Âàëå
Ïóñýíà, Àáåëÿ � Ïóàñîíà, Ðûñà, Çiãìóíäà � Ðûñà i äàñëåäàâàöü iõ ïàâîäçiíû
íà êëàñàõ áåñïåðàïûííûõ ôóíêöûé íà àäðýçêó, ÿêiÿ àäëþñòðî²âàþöü àñàáëi�
âàñöi ðàöûÿíàëüíàé àïðàêñiìàöûi.

Ìåòàäû äàñëåäàâàííÿ: òýîðûÿ âûëiêà² äëÿ âûëi÷ýííÿ iíòýãðàëà² àä
ôóíêöûé êàìïëåêñíàãà ïåðàìåííàãà, ìåòàäû ïàäñóìàâàííÿ ôóíêöûÿíàëüíûõ
øýðàãà², ìåòàäû äàñëåäàâàííÿ àñiìïòàòû÷íûõ ïàâîäçií iíòýãðàëà², ìåòàä Ëà�
ïëàñà.

Àòðûìàíûÿ âûíiêi i iõ íàâiçíà. Ó äûñåðòàöûi àòðûìàíû íàñòóïíûÿ
íîâûÿ íàâóêîâà àáãðóíòàâàíûÿ âûíiêi:

1. Óâåäçåíû íîâûÿ ìåòàäû ðàöûÿíàëüíûõ àïðàêñiìàöûé íà àäðýçêó, çà�
ñíàâàíûÿ íà ïàäñóìàâàííi ðàöûÿíàëüíûõ iíòýãðàëüíûõ àïåðàòàðà² Ôóð'å � ×à�
áûøîâà ç òðîõâóãîëüíûìi ìàòðûöàìi êàýôiöûåíòà², àäïàâåäíûõ ìåòàäàì ïàä�
ñóìàâàííÿ Ôåéåðà, Âàëå Ïóñýíà, Àáåëÿ � Ïóàñîíà, Ðûñà i Çiãìóíäà � Ðûñà;

2. Óâåäçåíû ñïàëó÷àíû ðàöûÿíàëüíû iíòýãðàëüíû àïåðàòàð Ôóð'å � ×àáû�
øîâà, ÿãî ñóìû Ôåéåðà, Âàëå Ïóñýíà i Àáåëÿ � Ïóàñîíà i âûâó÷àíû àïðàêñiìà�
öûéíûÿ ²ëàñöiâàñöi ²âåäçåíûõ ìåòàäà² ðàöûÿíàëüíàé àïðàêñiìàöûi íà êëàñàõ
ñïàëó÷àíûõ ôóíêöûé;

3. Çíîéäçåíû àöýíêi ðà²íàìåðíûõ ðàöûÿíàëüíûõ ïðûáëiæýííÿ² íà êëà�
ñàõ ôóíêöûé ñà ñòóïåííàé àñàáëiâàñöþ, ôóíêöûé Ìàðêàâà, iíòýãðàëà² Ïóàñî�
íà íà àäðýçêó, ôóíêöûé, ÿêiÿ çàäàþööà ñiíãóëÿðíûì iíòýãðàëàì ç ÿäðîì Êà�
øû i âàãîé ×àáûøîâà äðóãîãà ðîäó, ðàöûÿíàëüíûìi iíòýãðàëüíûìi àïåðàòàðàìi
Ôóð'å � ×àáûøîâà i ²âåäçåíûìi ìåòàäàìi ðàöûÿíàëüíàé àïðàêñiìàöûi.

Ðýêàìåíäàöûi ïà âûêàðûñòàííi i ãàëiíà ²æûâàííÿ. Ïðàöà íîñiöü
òýàðýòû÷íû õàðàêòàð. Âûíiêi ìîãóöü áûöü âûêàðûñòàíû ² äàñëåäàâàííÿõ ïà
òýîðûi àïðàêñiìàöûi ôóíêöûé, ëiêàâûì àíàëiçå. Òàêñàìà ìàã÷ûìà iõ óæûâàííå
äëÿ âûðàøýííÿ êàíêðýòíûõ çàäà÷ âûëi÷àëüíàé ìàòýìàòûêi i ïðû ÷ûòàííi ñïåö�
êóðñà² íà ìàòýìàòû÷íûõ ôàêóëüòýòàõ.
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ÐÅÇÞÌÅ
Ïîöåéêî Ïàâåë Ãåííàäüåâè÷

Ðàöèîíàëüíûå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû íà îòðåçêå è ìåòîäû
ñóììèðîâàíèÿ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàöèîíàëüíûå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû Ôóðüå � ×åáûø¼âà,
ðàâíîìåðíûå ïðèáëèæåíèÿ, ñóììû Ôåéåðà, Âàëëå Ïóññåíà, Àáåëÿ � Ïóàññîíà,
Ðèññà è Çèãìóíäà � Ðèññà, àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû, òî÷íûå îöåíêè, ôóíêöèè
Ìàðêîâà, ¾íüþìåíîâñêèå¿ ïàðàìåòðû, ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëû, ñîïðÿæåííûå
ôóíêöèè, èíòåãðàëû Ïóàññîíà

Öåëü èññëåäîâàíèÿ: ïîëó÷èòü íîâûå àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà ðàöè�
îíàëüíîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Ôóðüå � ×åáûø¼âà, ðàçðàáîòàòü íîâûå ìå�
òîäû ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ïóòåì ïîñòðîåíèÿ åãî ñóìì Ôåéåðà, Âàëëå
Ïóññåíà, Àáåëÿ � Ïóàññîíà, Ðèññà, Çèãìóíäà � Ðèññà è èññëåäîâàòü èõ ïîâå�
äåíèå íà êëàññàõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå, îòðàæàþùèõ îñîáåííîñòè
ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ: òåîðèÿ âû÷åòîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ îò
ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, ìåòîäû ñóììèðîâàíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ
ðÿäîâ, ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ èíòåãðàëîâ, ìåòîä
Ëàïëàñà.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è èõ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäó�
þùèå íîâûå íàó÷íî îáîñíîâàííûå ðåçóëüòàòû:

1. Ââåäåíû íîâûå ìåòîäû ðàöèîíàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé íà îòðåçêå, îñíî�
âàííûå íà ñóììèðîâàíèè ðàöèîíàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ôóðüå � ×å�
áûø¼âà ñ òðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè êîýôôèöèåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòîäàì
ñóììèðîâàíèÿ Ôåéåðà, Âàëëå Ïóññåíà, Àáåëÿ � Ïóàññîíà, Ðèññà è Çèãìóí�
äà � Ðèññà;

2. Ââåäåíû ñîïðÿæåííûé ðàöèîíàëüíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ôóðüå
� ×åáûø¼âà, åãî ñóììû Ôåéåðà, Âàëëå Ïóññåíà è Àáåëÿ � Ïóàññîíà è èçó÷åíû
àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà ââåäåííûõ ìåòîäîâ ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè
íà êëàññàõ ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé;

3. Íàéäåíû îöåíêè ðàâíîìåðíûõ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé íà êëàññàõ
ôóíêöèé ñî ñòåïåííîé îñîáåííîñòüþ, ôóíêöèé Ìàðêîâà, èíòåãðàëîâ Ïóàññî�
íà íà îòðåçêå, ôóíêöèé, çàäàâàåìûõ ñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëîì ñ ÿäðîì Êîøè
è âåñîì ×åáûø¼âà âòîðîãî ðîäà, ðàöèîíàëüíûìè èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðàìè
Ôóðüå � ×åáûø¼âà è ââåäåííûìè ìåòîäàìè ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè.

Ðåêîìåíäàöèè ïî èñïîëüçîâàíèþ è îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ. Ðàáîòà íîñèò
òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â èññëåäîâàíèÿõ
ïî òåîðèè àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé, ÷èñëåííîì àíàëèçå. Òàêæå âîçìîæíî èõ
ïðèìåíåíèå äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ïðè
÷òåíèè ñïåöêóðñîâ íà ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòàõ.
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SUMMARY 
Pavel Patseika 

Rational integral operators on a segment and summation methods 

Keywords: Fourier - Chebyshev rational integral operators, Abel - Poisson 
means, Fejer means, Vallee Poussin means, Riesz and Zygmund - Riesz means, 
uniform approximations, asymptotic methods, exact estimates, Markov functions, 
«Newman» parameters, conjugate functions, Poisson integrals, singular integrals 

The purpose of the study: to obtain new approximation properties of the 
Fourier - Chebyshev rational integral operator, to develop new methods of rational 
approximation by constructing its sums of Fejer, Vallee Poussin, Abel - Poisson, 
Riesz, Zygmund - Riesz and to investigate their behavior on classes of continuous 
functions on a segment reflecting the features of rational approximation. 

Research methods: the theory of residues for calculating integrals from 
functions of a complex variable, methods for summing functional series, methods 
for studying the asymptotic behavior of integrals, the Laplace method. 

The results obtained and their novelty. The following new scientifically. 
based results were obtained in the dissertation: 

1. New methods of rational approximations on the segment, based on me-
thods of summation of rational integral Fourier - Chebyshev operators with tri-
angular coefficient matrices corresponding to the summation methods of Fejer, 
Vallee Poussin, Abel - Poisson, Riesz and Zygmund - Riesz are introduced; 

2. The conjugate Fourier - Chebyshev rational integral operator, his Fejer 
means, Vallee Poussin means and Abel - Poisson means are introduced, and 
the approximation properties of the introduced rational approximation methods on 
classes of conjugate functions are studied; 

3. The estimates of uniform rational approximations are found on classes 
of functions with a power-law singularity, Markov functions, Poisson integrals 
on a segment, functions defined by a singular integral with a Cauchy kernel 
and Chebyshev weights of the second kind, Fourier - Chebyshev rational integral 
operators and introduced rational approximation methods. 

Recommendations for use and application. The work is theoretical in 
nature. The results can be used in research on function approximation theory and 
numerical analysis. Also it is possible to use them for solving specific problems of 
computing mathematics and reading special courses at mathematical faculties. 
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